P S ALEKSANDROV Profesor al Universității din Moscova, membru de onoare al Societății de Matematică din Moscova COMBINATORIAL TOPOLOGIE O G I EDITURA DE STAT DE LITERATURĂ TEHNICĂ ȘI TEORETICĂ MOSCOVA LENINGRAD Editor S V Fomin Redactori tehnici: N A Tumarkina și S N Akhlamov, Semnat pentru publicare /V Pech l Auth l- Uch -autor l , ip zn in cuptor l EQ Tyr de exemplare А Carte spumă S r k Legare r Zak nr * a -a tipografie im Evg Sokolova încredere "Polygraphkniga" OGIZ trei Consiliul de Miniștri al URSS Leningrad, Izmailovsky ir , CUPRINS, Prefaţă * • PARTEA ÎNTÂI INTRODUCERE CAPITOL UNUL REVIZIA PROPRIETĂȚILOR ELEMENTARE ALE SPAȚILOR TOPOLOGICE § Notaţie din teoria mulţimilor, folosită constant în această carte : Operații pe platouri : Afișaje : Elemente desemnate; sisteme de multimi si multiplicitatea lor; Acoperiri § Spaţii topologice - : Definirea spațiilor topologice și conceptele de bază aferente acestora : Definirea unei topologii utilizând vecinătăți : Spații metrice și metrizabile : Afișări continue : Convergența uniformă a mapărilor : Produsul topologic al spațiilor § Conexiunea : Definiție și teoreme principale : Componente § Axiome de separabilitate Bicompacitate : Axiome de separabilitate : Teoreme privind funcțiile continue în spații normale : Bicompactitudine : Alte teoreme despre bicompacta Teoreme de metrizare și teoreme de incluziune • : Mapări continue ale bicompacta § Descompuneri continue ale multimilor compacte si legatura lor cu mapari continue („lipiri”) Spații bi-compacte la nivel local Varietăți topologice Exemple ; Expansiuni continue Spațiul acestei descompunere : Exemple de expansiuni și lipiri continue Spațiu proiectiv de n dimensiuni * patru CUPRINS : Spații compacte local Varietăți topologice Exemple § Mulțimi parțial ordonate și spații discrete : Definiții : Exemple de mulțimi parțial ordonate : Seturile A&(p) și &(p) : Dualitatea seturilor parțial ordonate : Spații discrete § Spații metrice complete și compacta : Definiția și proprietățile elementare ale spațiilor metrice complete : e-rețele în compacte : Spații de mapări continue : Deformari Clase de homotopie de mapări de la o mulțime compactă X la o mulțime compactă Y § Acoperiri de spatii normale, in special spatii compacte : Acoperiri închise și deschise ale spațiilor topologice Subiectul topologiei combinatorii : Acoperiri similare Imagini afine ale orientărilor • • § Indicele de intersecție al planurilor și simplexelor : Index de intersecție a planului : Indicele de intersecție al simplexelor : Intersecții și mapări simple § Coeficienții de incidență : Determinarea ratelor de incidență : Proprietățile coeficienților de incidență § Complexe celulare; «-complexe : Definiția „-complexului și complexului celular : Matrice de incidență a complexului celular § Lanțuri : Definiția lanțului : Câteva observații despre lanțuri CUPRINS : lanțuri simple Circuite de înregistrare sub formă de forme liniare : Lanțuri ale complexului simplicial : Produsul punctual al lanțurilor : Distributie de lanturi; bucăți de lanțuri § Operator limită inferioară (operator A) : Determinarea limitei D : Exemple de plase și limitele lor : cicluri; lanțuri omoloage cu zero; grupele Zr(R) și Hr($) : Omologie Semn Independența omogenă a lanțurilor : Bucăți de lanțuri și cicluri : Continuarea lanțurilor și ciclurilor § Cazul principal: $ este un „-complex : Formula de bază DDxg = : Subcomplexuri închise și deschise ale complexului „- : Omologie slabă a ciclurilor întregi; zonă cu coeficient dublu § Imagini simple ale lanțurilor : Imagini simple ale simplexelor orientate : Omomorfismul grupului Lr(K$) în Lr(K^) generat de maparea simplă a complexului în : Transportabilitatea operatorilor A si Sj : Cazul subcomplexelor deschise § Unele construcţii auxiliare : Piramida peste lanț : Cererea de construcție art : : Prismă peste lanț : Aplicație la mapările simple Anexa la capitolul VII CAPITOLUL MAI D-GRUPURI DE COMPLEXE (GRUPURI INFERIOR BETTY) § Definiţii Exemple Cele mai simple proprietăți generale : Definiția grupurilor DG(R, ) Grupa D%G\ ) • : Grupuri ДЦЯ, ) : Cele mai simple exemple ale grupelor Γ Câteva complexe "-dimensionale" elementare și grupurile lor Betty şaisprezece Grupa D ($, £) : Descompunerea grupului DCYA, ) într-o sumă directă peste componentele complexului $ optsprezece Omomorfismul grupului ) în A(/ ' (φ) Definirea grupelor (F) : Enunț de teoreme privind invarianța numerelor și a grupurilor Betty § Subdiviziuni de lanturi Sisteme fundamentale de subcomplexe și lanțuri Invarianța grupurilor D și V în subdiviziuni elementare și baricentrice : Izomorfismul „y® : Sisteme fundamentale de subcomplexe ale complexului K : Sisteme fundamentale de lanț : ^-complex definit de sistemul fundamental dat lanțurile mele : Maparea izomorfă a grupului Lr (H) în grupul Lr ($ ) : Izomorfismul grupurilor Betti sub elementar și baricentric diviziunile ice ale complexului K § Deplasări normale și canonice în poliedre : Schimbări normale ale subdiviziunilor triangulațiilor : Exemple despre homomorfisme normale >-lea S^n ^ § Sisteme canonice de baze pentru subdiviziunile K? triangulații ΔΓ - Omomorfismul S conjugat la homomorfismul normal ^ : Sisteme de bază canonice pentru A^ : Homomorfisme normale în baze canonice : Omomorfismul conjugat la normal § Complexele A#, £ Mici schimbări în poliedre și compacte Teorema punții și invarianța numerelor Betti : Complex Am?, £; lanțuri electronice ale unui spațiu metric ? : schimburi electronice : Schimbări canonice : Numerele q (AG) Deplasări canonice în poliedre : Teoremă și punți Invarianța numerelor Betty § Invarianţa grupurilor Betti : : Invarianța grupurilor Betti pentru complexe poliedrice bufnițe „ CUPRINS § Invarianța pseudovarietăților : Enunţuri de teoreme • : Demonstrarea teoremei [ : ] CAPITOLUL XI D-GRUPURI DE COMPACTE § Definiția grupurilor DG(F, ) unsprezece Cicluri adevărate § Leme privind e-shift-urile și e-omologiile : Prisme și deplasări electronice : Cazul poliedrului Φ = A'" § Omomorfismul grupelor Γ(Φ) generate de maparea continuă a mulţimii compacte : Imagine continuă a ciclului adevărat : G și : Clasificarea omologică a cartografiilor : Deformarea afișării continue a ciclului adevărat Deformarea ciclului adevărat § Teoremă fundamentală asupra grupurilor Ar de poliedre : Teorema principală [ : ] : Construirea unui homomorfism S® al grupului Φ în &ra : O mapare este o mapare pe întregul grup A^ : Maparea ^^ a grupului Φφ pe Δξ este un izomorfism : Reguli pentru găsirea imaginilor sub izomorfisme S* și (S*)- : Cicluri zr C % și omologie în Φ ~ Kb : Imaginea ciclului C sub maparea continuă C a poliedrului Φ = Kb în mulțimea compactă Φ' Cicluri continue, reprezentările și deformațiile lor parametrice : Orientabilitatea și orientările pseudo-varietăților închise : Omomorfismul grupului ΔΕ = Δξ(A^, ) în grupul Δξ, = Δξ(A^/, [), generat de maparea continuă Cf, a poliedrului Φ = Kb în poliedrul Φ' = Kar § Aproximații simple ale mapărilor continue ale unui poliedru într-un poliedru : Determinarea aproximării simple a mapării continue Cf, a poliedrului Φ = ΔGa în poliedrul Φ' - K^r : Proprietatea de bază de afișare § Gradul unei mapări continue a pseudo-inchise multiple : Determinarea gradului : Determinarea întinderii unei mapări //-dimensionale continue buclă în pseudovarietate orientabilă //-dimensională : Calcularea gradului de cartografiere : Afișează proprietățile de bază ale gradului CUPRINS CAPITOLUL DOISprezece CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR § Complex / SGv : Definiție și notație de bază : Cicluri şi omologie în Km e (e, F'i-shifts paisprezece Schimbări canonice § Γ-cicluri (cicluri relative) și Γ-omologii ale compactului F Grupuri Z^V, D), (D, ), A^V, ) : Definiții : Grupuri ^ φ(Γ, ), νΦΦ(Γ, ), ΦΦ( \ EG) : Schimbări canonice și infinitezimale Izomorfismul grupelor Φfo(Γ, ) și Φφ(Γ, ) pentru ΓΓ = Φo Q generat de (W, Φ^-mapping ) : Definiția omologică a dimensiunii unui poliedru O nouă dovadă a invarianței numărului de dimensiuni : Definirea dimensiunii omologice a unei multimi compacte § Pseudovariete cu hotar : Orientarea unei pseudovariete cu limita : Preliminari și determinarea gradului de cartografiere continuă a unei pseudovariete cu graniță • : Unele proprietăți ale gradului de afișare : Exemple § Grupele q; (Φ) (Φ^-grupuri locale ale mulțimii compacte Φ) : Definirea grupelor Dr(F) : Caracterul local al grupelor Δ£ § Grupuri D locale de poliedre : Notare și preliminarii : Teorema principală • Aplicație la invarianța pseudovarietăților f CUPRINS PARTEA A PATRA SOIURI OMOLOGICE LEGILE DUALITĂȚII D-GRUPURI DE COMPACTE CAPITOLUL SOIURI OMOLOGICE (^-SOIURI) § Definiţie şi proprietăţi elementare unsprezece Definiția /^-varietăților Proprietățile elementare ale Λ-varietăților : Cazul n deschise sau închise ale unui spațiu dat; totuși, atunci când este necesar să se studieze proprietățile omologice ale unei mulțimi compacte individuale date concret, atunci ciclurile adevărate cu metrica care stă la baza definiției lor conduc cel mai probabil la obiectiv O dezvoltare ulterioară a aparatului omologic al topologiei moderne este localizarea acestuia, conducând (prin CUVÂNT ÎNAINTE Ciclul relativ al piatinei și omologia relativă) la definirea grupurilor Betti la un punct dat În acest fel, devine posibil să se studieze, de exemplu, varietăți cu graniță, precum și să se realizeze construcția așa-numitei teorii a dimensiunii omologice Dintre acestea din urmă, în această carte dăm doar însăși definiția dimensiunii omologice și dovada că pentru poliedre coincide cu numărul dimensiunilor în sensul elementar al cuvântului Ciclurile relative și aplicațiile lor fac obiectul cap În prezent, considerăm metoda omologiei drept pivotul principal al topologiei deoarece o parte extrem de semnificativă a noilor fapte geometrice descoperite în topologie este formulată în termeni omologici Printre cele mai importante dintre aceste fapte se numără legile dualității Poincaré și Alexander-Pontryagin Capitolele - le sunt dedicate în principal Aici își găsește locul natural noțiunea de varietate omologică, precum și elemente ale teoriei intersecțiilor, precum și ale teoriei legăturilor Această din urmă teorie, în construcțiile sale simple, se dovedește a fi, de asemenea, o metodă convenabilă pentru investigarea celor mai simple întrebări clasice din teoria mapărilor continue, căreia îi este dedicat capitolul În cele din urmă, în al -lea capitol (împrumutat în întregime, după cum am menționat deja, din cartea mea comună cu NorG) este dovedită celebra formulă Lefschetz-Hopf'a despre numărul algebric de puncte fixe ale unei mapări continue a unui poliedru în sine Din toată bogăția de material concret concret la care conduce teoria omologiei, cititorul poate alege ceea ce îi este mai interesant sau mai accesibil De exemplu, după ce a studiat capitolul și a luat din capitolele - una sau alta dovadă a invarianței grupurilor Betti, el poate trece direct la teoria legăturilor (Capitolul ) și apoi la teoria mapărilor continue (Capitolele și ), limitându-se, dacă dorește, la întrebările clasice expuse în capitolul Sau, după capitolele , , , poate trece la capitolele și , adică în principal la legile dualității În cele din urmă, cititorul care dorește să dobândească primele concepte topologice poate, mai mult sau mai puțin în orice ordine, să citească capitolele , , sau, dacă interesul este predominant în întrebările teoretice de mulțimi, capitolele și , referindu-se la capitolele anterioare (în principal la capitolul ) numai în ceea ce privește referințele Adnotări * CUVÂNT ÎNAINTE la părțile și capitolele individuale ale cărții în general, va ajuta cititorul să aleagă una sau alta secvență de studiere a diferitelor sale departamente *# Inutil să spun că cartea oferită atenției cititorului nu epuizează în niciun caz nici măcar principalele diviziuni ale topologiei combinatorii moderne Fiind orientată în direcția unor probleme destul de generale și în același timp destul de elementare, această carte, după cum reiese clar din cea anterioară, caută aceste probleme în principal printre problemele de topologie omologică Întreaga zonă vastă a metodelor de homotopie — începând cu conceptul clasic al grupului fundamental Poincaré*) și terminând cu grupurile introduse de Gurevich și cu studii recente în domeniul problemelor de homotopie de N Hopf, Pontryagin, Eilenberg și multe altele — a rămas cu totul în afara limitelor prezentării noastre Cu toate acestea, nici nu am atins multe întrebări profunde ale topologiei omologice: teoria intersecțiilor și a produselor este prezentată în această carte doar în cazul foarte elementar p-\-q = n (adică cazul în care un imaginea se obține la intersecție) Prin urmare, desigur, toate repulsiile din teoria cartografiilor continue, obținute prin metoda „produsului” și „intersecției” (Produsul-Metoda lui Lefschetz), cu dezvoltarea dată de NorG, au căzut Cu privire la unele dintre întrebările enumerate mai sus, se poate indica ca literatură o serie de lucrări care ar trebui să apară în următoarele numere topologice ale lui Uspekhi Matematicheskikh Nauk Puteți găsi, de asemenea, lucrările mele despre teoria omologică a dimensiunii acolo Dezvoltarea ulterioară a întrebărilor legate de legile dualității este subiectul lucrării mele „Proprietăți omologice ale aranjamentului complexelor și mulțimilor închise”, publicată în „Proceedings of the Academy of Sciences of the URSS”, seria matematică pentru ** ) * Din păcate, acest articol, scris după modul în care lucrarea la această carte a fost complet terminată, nu a putut fi reflectat în carte; altfel ar fi putut fi făcute capitolele și *) Cu care puteți cunoaște din Cursul de topologie al lui Seifert^ Trill: falla **) Îmi propun să dedic o monografie specială întrebărilor teoriei dualității și teoriei omologice a dimensiunii, în care aceste întrebări vor primi probabil o expunere mai completă și în același timp mai accesibilă decât în articolele de jurnal existente CUVÂNT ÎNAINTE diverse îmbunătățiri Mai mult, recomand articolul numit ca literatură suplimentară Hurewicz-Wallman, Teoria dimensiunii, poate fi recomandată în aceeași ordine * $ Manuscrisul acestei cărți a fost complet terminat în vara anului Desigur, evenimentele care au izbucnit au întârziat mult timp publicarea, iar ultimii cinci ani, timp în care mișcarea ulterioară a gândirii științifice sovietice și străine a continuat, deja acum, la momentul publicării cărții, o fac de dorit să se ia în considerare multe modificări ale textului său, începând chiar cu notarea întrebărilor și terminologia (vezi, de exemplu, articolul meu citat din Izvestiya Akademii Nauk) Totuși, chiar și o mică schimbare într-o lucrare atât de greoaie ar presupune și altele, iar în final ar fi necesar să se întreprindă o revizuire a întregii cărți, care să întârzie din nou publicarea ei pentru mult timp De aceea trebuie să merg la ediția acestui manuscris vechi de cinci ani în forma sa actuală, amânând toate îmbunătățirile posibile aduse acestuia (a căror nevoie este mai evidentă pentru mine decât pentru oricine altcineva) până la a doua ediție În încheiere, aș dori să mulțumesc diverselor persoane care m-au ajutat într-un fel sau altul la scrierea acestei cărți În primul rând, îi sunt foarte recunoscător lui L S Pontryagin, care a făcut cunoștință în detaliu cu multe și, în plus, părți esențiale ale manuscrisului meu și a făcut o serie de comentarii și sugestii valoroase cu privire la acestea De multe ori mi-au oferit oportunitatea de a-mi îmbunătăți semnificativ prezentarea În cazurile în care L S Pontryagin mi-a oferit dovezi noi și mai simple ale propozițiilor individuale (de exemplu, în capitolele al patrulea și al treisprezecelea), notez acest lucru în text În general, comunicarea prietenoasă constantă cu L S Pontryagin de-a lungul perioadei lungi a lucrării mele la această carte mi-a servit drept un mare sprijin și, desigur, această lucrare a fost foarte benefică M R Shura-Bura cu grijă CUVÂNT ÎNAINTE Am citit toată cartea în dovezi și îi sunt îndatorat pentru multe îmbunătățiri individuale ale expoziției (mai ales în capitolul al treilea) Le datorez câteva remarci valoroase lui A N Kolmogorov, A S Parkhomenko și A M Rodnyansky De asemenea, îi sunt recunoscător lui A N Kolmogorov pentru execuția multor desene La pregătirea textului final al acestei cărți și a unei părți din desene, am fost foarte ajutat de asistentul meu de laborator, un student al Universității din Moscova, Yu Smirnov, căruia îi exprim aici sincera mulțumire Îi mulțumesc lui S V Fomin pentru participarea la corecturi și întocmirea indexului În fine, sunt foarte recunoscător Editurii, reprezentată de directorul ei G F Rybkin și de redactorul-șef de literatură matematică, A I Markushevich, pentru atitudinea extrem de atentă față de toate dorințele mele legate de publicarea acestei cărți P Alexandrov Bolşevo, der Komarovka, iunie PARTEA ÎNTÂI INTRODUCERE Această parte constă din trei capitole, dintre care primul este de natură auxiliară, iar celelalte două, independente unul de celălalt, sunt dedicate celor mai elementare întrebări de topologie „geometrică” – teorema lui Jordan și teoria elementară a suprafețelor închise Aceste două capitole (al doilea și al treilea), împreună cu al cincilea capitol, formează un fel de prim concentrator care conține o serie de fapte topologice interesante și importante și care nu utilizează conceptele generale de topologie combinatorie, a căror importanță, însă, a avut deja a fost suficient clarificat în aceste capitole CAPITOL UNUL REVIZIA PROPRIETĂȚILOR ELEMENTARE ALE SPAȚILOR TOPOLOGICE Acest capitol este o schiță a teoriei elementare a spațiilor topologice și nu se dorește a fi un studiu obligatoriu; Următoarele forme de utilizare a acestui capitol sunt adecvate: Cititorul se uită la notația dată în § , apoi se întoarce la acest capitol, întâmpinând doar referințe la acesta în capitolele următoare Dacă capitolul este citit, atunci dovezile lipsă sunt efectuate de către cititor pe cont propriu sau luate de el, de exemplu, din cartea lui Hausdorff, Teoria mulţimilor, cap și Aplicarea rezultatelor acestui capitol va fi întâlnită rar în viitor Cu toate acestea, vom folosi, desigur, sistematic unele dintre conceptele și propozițiile stabilite aici Acestea includ (în afară de conceptele elementare precum conceptul de cartografiere continuă, mulțimi închise și deschise etc ): conceptele de deformare, numărul Lebesgue al unui înveliș, o mulțime parțial ordonată și, de asemenea, conceptul utilizat în cap teoremă de completitudine pentru spațiul metric al mapărilor continue de la o mulțime compactă la alta Conceptul de spațiu bicompact îl folosim o singură dată în această carte, când definim așa-numitele grupuri Betti superioare de bicompacta, în Cap paisprezece; ar fi foarte posibil să ne limităm și acolo la cazul compactei (cititorul poate face acest lucru) Astfel, toate conceptele topologice elementare introduse în acest capitol ar putea fi introduse numai pentru spații metrice; acest lucru poate fi reținut și atunci când utilizați acest capitol „Expunerea din acest capitol este detaliată în acele cazuri în care se referă la aplicabilul conceptual în viitor și, de asemenea, în toate cazurile, dar da, sunt date teoreme care nu sunt în cartea lui Hausdorff În restul lumii, expunerea este concisă Este de la sine înțeles că totul este ÎNCHIS și FORMULAȚII tuturor teoremelor sunt date în detaliu REVIZIA PROPRIETĂȚILOR SPAȚILOR TOPOLOGICE [cap eu § Notaţie din teoria mulţimilor, folosită constant în această carte : Operații de superseturi Unirea mulțimilor , B, C, , adică mulțimea tuturor elementelor aparținând cel puțin uneia dintre mulțimile A, B, C, se notează cu A U B U C În conformitate cu aceasta, combinația de mulțimi La, unde a este un indice, : parcurgând un număr finit sau infinit de valori, se notează cu La A Intersecția mulțimilor A, B, C, , adică mulțimea tuturor elementelor aparținând tuturor mulțimilor A, B, C, , se notează cu A P B P S , respectiv, prin P Aa A Diferența mulțimilor A și B, adică mulțimea acelor elemente ale mulțimii A care nu sunt elemente ale mulțimii B, se notează cu A\B Nu se presupune că B este o submulțime a lui A, deci ! A\B = A\(LPW) i Notația Ac B sau notația echivalentă B^A înseamnă că ! mulțimea A este o submulțime a mulțimii B, adică fiecare element al mulțimii A este un element al mulțimii B Înregistrarea ACB sau B despre A înseamnă că L este o submulțime propriu-zisă a mulțimii B, adică fiecare element al mulțimii L este un element al mulțimii B, dar există cel puțin un element al mulțimii B care nu este un elementul multimii L Relația „a este un element al mulțimii A” se scrie astfel: a e A sau uneori la- Negarea relațiilor exprimate prin semnele c, cz, £ etc este indicată prin bifarea acestor semne De exemplu, a (£ A înseamnă că a nu este un element al mulțimii A : Afișări Daca fiecare element x al multimii X este asociat cu un element definit in mod unic y~f(x) al multimii Y, atunci spunem ca se da o mapare / a multimii X la multimea Y Mai mult, elementul / ( x) se numește imaginea elementului x sub maparea / Mulțimea tuturor elementelor /(x) £ Y obținută atunci când x străbate o submulțime A a mulțimii X se numește imaginea mulțimii A sub mapare / și se notează cu /(A) Mulțimea tuturor x(xX) pentru care /(x) e B, unde B este o submulțime dată a lui Y, se numește imaginea inversă a mulțimii BcY sub maparea / și este notat cu /->(B) În special, dacă B constă dintr-un element y e Y, atunci /^(B) este notat cu /^(Y ) și se numește imaginea inversă a elementului sub maparea /, § ] SIMBOLULE FOLOSITE ÎN ACESTĂ CARTE Dacă imaginea lui X sub maparea f este întreaga mulțime K, m maparea f se numește mapare pe Y Dacă ni se oferă o mapare a mulțimii Xt în Xt și o mapare y-' a mulțimii Xt la X , atunci prin atribuirea fiecărui element a unui element /|(/* (Xj)) £ A' , obținem un cartografiere setează Xt în X Mai mult, pentru orice A cA" avem (/p- (^) = ^)-TO-W] Cometariu Adesea, în loc de /(x), /(A), A ( ) vom face scrieți /x, /l, f-^b : Elemente desemnate; sisteme de multimi si multiplicitatea lor; acoperiri Să presupunem că fiecare element a al mulțimii A este asociat cu un element al mulțimii /I și diferite elemente ale mulțimii A pot fi asociate cu același element al mulțimii /I Notăm printr-o pereche formată dintr-un element dat a al mulțimii A și elementul corespunzător m al mulțimii M În unele cazuri este convenabil să numim astfel de perechi „elemente ale mulțimii A , notate cu indicii a” De exemplu, să fie f(x, ) o funcție a două variabile x și , definite pentru toate perechile de valori x, Ѳ, ei au întotdeauna în vedere tocmai această topologie - topologia definită de spațiul topologic ambiental R Condițiile A și e fiind evident implementate Este ușor de demonstrat: [ : ] Mulțimile deschise din M sunt intersecții cu M ale mulțimilor deschise din R : Definirea topologiei cu ajutorul cartierelor Teorema [ : ] Să fie dată o mulțime R, ale cărei elemente le numim în mod convențional puncte Fiecărui punct p £ R i se atribuie câteva submulţimi O(p) ale mulţimii R care conţine punctul p, care se numesc vecinătăţi ale punctului p în sistemul dat de vecinătăţi t) Să presupunem că sunt îndeplinite următoarele condiții q Intersecția oricăror două vecinătăți ale oricărui punct dat p e R conține o vecinătate a lui p o- Dacă q este un punct cuprins într-o vecinătate (/?) a punctului p £ atunci există o vecinătate ( ) a punctului q cuprins în (p) Să numim punctul p punctul de contact al mulțimii /I, dacă fiecare vecinătate a punctului p conține cel puțin un punct al mulțimii M Mulțimea tuturor punctelor de contact ale mulțimii M se numește închiderea M a setul M Operatia de inchidere astfel definita satisface conditiile - art : și, în consecință, transformă mulțimea R într-un spațiu topologic', iar toate vecinătățile lui O(p) se dovedesc a fi mulțimi deschise ale spațiului R (condiția ) Să numim pentru comoditate mulțimea tuturor vecinătăților punctelor din spațiul topologic R (definit în [ : ]) ca sistem absolut de vecinătăți ale spațiului topologic R; acest sistem satisface conditiile #- #; topologia unui spațiu topologic dat poate fi deci determinată prin aplicarea teoremei [ : ] la sistemul absolut de vecinătăți ale spațiului [ : ] O mulțime de mulțimi deschise Γ ale unui spațiu topologic R se numește bază a spațiului R dacă fiecare mulțime deschisă a spațiului R este o combinație a unor mulțimi care sunt elemente ale mulțimii Evident, [ : ] Este necesar și suficient ca mulțimea de de mulțimi deschise ale unui spațiu topologic să fie baza acestui spațiu? astfel încât pentru fiecare cartier O arbitrar § ] SPAȚII TOPOLOGICE punctul p (adică, pentru fiecare mulțime deschisă care conține punctul p), a fost posibil să se găsească un element Γ al bazei care satisface condiția De aici și din teorema [ : ] rezultă: [ : ] Fie baza spațiului R Dacă și numai dacă punctul p este un punct de contact al mulțimii /I, dacă fiecare vecinătate a punctului p, care este un element al bazei , conține cel puțin un punct din setul M Definiție [ : ] Fie R un spațiu topologic Un sistem de vecinătăți ale unui spațiu topologic/? se numește orice sistem de vecinătăți care satisface condițiile teoremei [ : ] și duce, după regulile teoremei [ : ], exact la topologia care este dată în spațiul topologic /? Din [ : ] rezultă că elementele oricărui sistem de vecinătăți ale spațiului topologic /?; formează o bază în /?; invers, presupunând că fiecare element Γ al bazei L este o vecinătate a oricărui punct x e Γ, obținem un sistem de vecinătăți ale spațiului /? Exemplu Linia numerică, cu topologia sa obișnuită cunoscută din analiză, are, împreună cu altele, următoarele sisteme de vecinătăți: O vecinătate a unui punct p este un interval arbitrar care conține acest punct O vecinătate a unui punct p este un interval arbitrar care conține acest punct cu capete raționale O vecinătate a unui punct p este un interval arbitrar de forma (p - r, p -\-r), unde r este un număr rațional Definiție [ : ] Un spațiu topologic se numește spațiu cu o bază numărabilă dacă are o bază formată dintr-un set de elemente numărabile sau finite Astfel de spații sunt numite și spații de „greutate numărabilă” În general, cel mai mic număr cardinal m astfel încât un spațiu topologic dat are o bază de cardinalitate m se numește greutatea spațiului Exemplu Mulțimea tuturor intervalelor cu capete raționale este baza numărabilă a dreptei reale [ : ] Fie L baza spațiului R și Afc/? Pentru a obține o bază M, este suficient să luăm mulțimi care sunt intersecții ale lui M cu elemente ale lui L Prin urmare, greutatea lui M nu depășește greutatea lui R : Spații metrice și metrizabile Definiție [ : ] Un spațiu metric este un set de elemente de natură arbitrară („puncte” de pro-CfnPaHcmed), în care un număr nenegativ p (x, y) este atribuit fiecăruia dintre două elemente x și y, numite Y ale cuvintelor m ° I H U în M inter$ Y x și Y' astfel încât să se îndeplinească următoarele: ^ T° unde numai dacă p(x, y) = când punctele x și y sunt identice între ele (identitatea axiomă') PREZENTARE GENERALĂ A PROPRIETĂȚILOR SPAȚILOR TOPOLOGICE (cap i p(x, y) = p(y, x) (axioma de simetrie) Pentru oricare trei puncte x, y, z dintr-un spațiu metric, este valabilă următoarea inegalitate: p(*> UYa-rSu" •?) axioma triunghiului) O funcție nenegativă p(x, y) a două puncte variabile x, y în spațiul /? care satisface condițiile indicate se numește metrica spațiului metric dat Cometariu Orice mulțime situată într-un spațiu metric /?, considerată cu metrica pe care o primește de la /?, este un spațiu metric Metrica unui spațiu metric dat își definește topologia în felul următor Să numim distanța dintre un punct p și o mulțime M aflată într-un spațiu metric dat /?, limita inferioară a numerelor nenegative p(p, x) pentru x care trece prin toate punctele mulțimii M Să numim închiderea a mulțimii M într-un spațiu metric /? mulţimea tuturor punctelor p pentru care p(p, M) = În sfârşit (în conformitate cu Observaţia din Art : ), o numim o mulţime M închisă dacă coincide cu închiderea ei*) Este ușor de verificat dacă această topologie satisface axiomele unui spațiu topologic Topologia tocmai definită într-un spațiu metric dat se numește topologia definită de metrica dată sau pur și simplu topologia naturală a spațiului metric dat [ : ] Limita superioară oo a numerelor p(x, y), unde x și y parcurg mulțimea de puncte ale spațiului metric /?, se numește diametrul spațiului /? [ : ] Fie e > Numim e-vecinatatea unei multimi (sau punct) P a unui spatiu metric R multimea O(P, e) a tuturor punctelor χ £/? care satisfac inegalitatea p(P, x) care este o generalizare directă expresia formulei distanţei în spaţiul euclidian*) Mulțimea tuturor punctelor x = (x , xn, ) este un spațiu Hilbert spatii care satisfac conditia xn -> n pentru tot n = , , , se numește cărămidă Hilbert (prin analogie cu o cărămidă obișnuită, a cărei lățime, după cum știți, este jumătate din lungime, iar grosimea este jumătate din lățime) Cometariu Orice spațiu metric care conține o mulțime care este numărabilă și densă în ea este homeomorf pentru o mulțime aflată într-o cărămidă Hilbert (teorema lui Urysohn, vezi „Teoria mulțimilor” Hausdorff, § , Teorema X) : Mapările continue de la un spațiu topologic X la un spațiu topologic Y pot fi definite în fiecare dintre următoarele moduri echivalente; [ : J Maparea C este continuă dacă imaginea inversă a fiecăruia orice mulțime B închisă în Y este închisă în X [ : ] O mapare C este continuă dacă imaginea inversă a fiecărui set B deschis în Y este deschisă în X | : ] O hartă C este continuă dacă pentru orice mulțime A > X avem C(A) cC(A) [ : ] (Definiția continuității Cauchy ) O mapare a unui spațiu stopologic X într-un spațiu topologic Y se spune că este continuă într-un punct a e X dacă, pentru orice vecinătate O(x) a punctului b = C(a) e Y, se poate găsi o vecinătate O(a) a punctului a, aceea C(O(aY)^O(b) [ : ] O mapare C este continuă în sensul definiției [ : J-[ : ]] dacă și numai dacă este continuă în fiecare punct a al spațiului X în sensul definiției [ : ] În cazul spațiilor metrice, avem și: [ : ] O mapare de la un spațiu metric X la un spațiu metric Y este continuă dacă și numai dacă din convergența unei secvențe > ^ " • • • > • • • În X până la punctul x (~X urmează întotdeauna convergența șirului C(x), C(x ), ,C(xA în Y până la punctul C(x) [ : ] Fie o mapare continuă C a unui spațiu topologic X pe un spațiu topologic Y să fie unu-la-unu Dacă maparea C " a spațiului Y la X, inversă *) Vezi Hausdorff, Teoria multimilor, pp - , unde, în special, se dovedește că convergența lui χ n și £y implică convergența χ(xn — yi) p p p § ] SPAȚII TOPOLOGICE Deoarece C este continuă, atunci maparea C este numită reciproc continuă sau, pe scurt, maparea topologică a lui X pe Y; mapările topologice sunt numite și homeomorfisme Se spune că două spații topologice sunt homeomorfe unul față de celălalt dacă unul dintre ele poate fi mapat topologic pe celălalt Un spațiu topologic homeomorf unui spațiu metric se numește spațiu metrizabil : Convergența uniformă a mapărilor Definiție [ : ] Secvenţă b?i, C , , Sp, maparea unei mulțimi X într-un spațiu metric Y se numește convergență uniformă la o mapare C a unei mulțimi X în Y dacă pentru fiecare r > se poate găsi un număr natural n£ astfel încât pentru orice n > rae și toate x > X avem r (C(x), Cn( v)) dat , mulțimea tuturor pozițiilor mecanismului nostru se transformă într-un spațiu topologic , pe care îl vom nota cu R Să demonstrăm că spațiul P este homeomorf la produsul topologic al cercului și al sferei bidimensionale Într-adevăr, dacă ni se oferă o anumită poziție a sistemului de două tije oa și ac, atunci ni se dă un punct a al cercului Z x -j-y - și un punct al sferei care iese din punctul o în direcția vectorului ac Dimpotrivă, fiecare pereche de puncte p ^ , // £ S determină poziția op a primei tije și poziția celei de-a doua tije, pe care le obținem punând deoparte de punctul p *) Un tor este o suprafață obținută din rotirea unui cerc în jurul unei axe care se află în planul acestui cerc și nu îl intersectează (Fig ) SPAȚII TOPOLOGICE un vector egal cu vectorul op' Astfel, s-a stabilit o corespondență unu-la-unu și, după cum este ușor de observat, reciproc continuă între spațiul P și produsul topologic al unui cerc și al unei sfere bidimensionale Putem spune pe scurt: Varietatea tuturor pozițiilor mecanismului Mx este produsul topologic al cercului S și al sferei bidimensionale S Să se dea acum un mecanism format dintr-o tijă cu lungimea de , care se rotește liber în spațiu în jurul punctului o (originea coordonatelor), în timp ce tija ac este fixată în punctul a cu tija —► os astfel încât să se poată roti liber în planul care trece prin punctul a perpendicular pe dreapta oa, adică în planul tangent la sfera S în punctul a al acestei sfere Mulțimea pozițiilor acestui mecanism se transformă din nou în mod natural într-un spațiu topologic Q: pentru a obține o vecinătate a poziției e > Argumentele prin care am stabilit homeomorfismul spațiului P (Exemplu ) cu produsul topologic al un cerc și o sferă nu mai sunt aplicabile în condițiile noastre (cititorul este lăsat să verifice acest lucru în mod direct) Spațiul Q nu este homeomorf la produsul unui cerc și a unei sfere Fără a demonstra această afirmație în întregime, vom demonstra că Q nu se factorizează, în niciun caz, în produsul topologic al unui cerc și o sferă în modul natural în care am factorizat spațiul P Prin aceasta înțelegem următoarele Fiecărui punct al spațiului Q, adică fiecărei poziții (oa, ac) a mecanismului nostru, îi corespunde un punct a bine definit al sferei S Să demonstrăm că nu există homeomorfism între spațiul Q și produsul topologic [S X S ] al cercului S și sferei S ~ x - φ y φ z = care să satisfacă următoarea condiție: fiecare punct q = (oa, ac) spațiului Q îi corespunde un punct (p, a) £ [S X S ], unde p este un punct al cercului S , iar punctul a este definit de condiția q = (oa, ac) Presupunând că are loc un astfel de homeomorfism, considerăm mulțimea Φ a tuturor punctelor (p , P') £ [^X^ ]" unde este un punct al cercului S ales o dată pentru totdeauna, iar p' trece prin întreaga sferă S Din ipotezele noastre rezultă că fiecărui punct (p P ) € Φ^I^X^ ] îi corespunde un anumit vector bine definit V(p') de lungime , emanat din punctul p' al sferei S si situata in planul tangent la aceasta sfera in punctul p' În acest caz, vectorii (p') depind continuu de punctul p' Obținem astfel pe sfera S așa-numitul câmp continuu de vectori tangenți care nu dispar nicăieri Între timp, în Capitolul se va dovedi că nu există astfel de câmpuri vectoriale continue pe o sferă bidimensională (Capitolul , Teorema [ : ]) Acest sistem mecanic este un punct capabil să se deplaseze de-a lungul unui cerc dat cu o viteză arbitrară Fiecare stare a acestui sistem este determinată de două date: poziția unui punct dat pe cerc și viteza acestuia Topologizarea ansamblului REVIZIA PROPRIETĂȚILOR SPAȚILOR TOPOLOGICE [cap f dintre aceste stări în mod natural (proximitatea pozițiilor și apropierea vitezelor), obținem ca varietate de stări („spațiul fazelor”) produsul unui cerc și o dreaptă, adică un cilindru infinit Să numim două puncte un spațiu format din două puncte izolate Produsul unui număr numărabil de puncte este homeomorf pentru un set perfect Cantor Dacă m este un număr cardinal, atunci un spațiu foarte remarcabil este notat cu TE - produsul dintre m două puncte Produsul m spații, fiecare dintre acestea fiind homeomorf la un segment închis al dreptei reale, este de asemenea foarte important; se noteaza cu ?t Spațiul, adică produsul topologic al unui număr numărabil de segmente închise, este homeomorf unei cărămizi Hilbert* *) (Cititorul este încurajat să demonstreze ultima afirmație ) Să numim două puncte conectate spațiul ?, format din două puncte a, b, cu următoarea topologie: în ? există trei și doar trei seturi închise și anume: mulțimea goală; multimea formata din punctul a\ multimea formata din ambele puncte a si b Fie m un număr cardinal arbitrar Produsul m al două puncte conectate se numește spațiu \ Proprietățile F spații sunt interesante chiar și pentru t finit § Conexiune : Definiție și teoreme principale Definiție [ : ] Un spațiu topologic se numește conex dacă nu poate fi reprezentat ca o uniune a două mulțimi închise care nu se intersectează, nevide Deoarece orice mulțime aflată într-un spațiu topologic dat este ea însăși un spațiu topologic, atunci, în virtutea [ : ], conceptul de conexiune este definit și pentru mulțimile situate în spații topologice Exemplul Linia numerică și segmentele deschise și închise sunt conectate**) Să demonstrăm mai multe teoreme de conexiune Lema principală [ : ] Dacă A și B sunt două mulțimi închise netransectante ale unui spațiu topologic R și mulțimea M > A U B este conexă, atunci este conținută într-una dintre mulțimile A sau B De fapt, altfel am fi avut *) Art : , exemplul * Vezi, de exemplu, Alexandre v-Kolmogorov, Introduction to the Theory of Functions of a Real Variable, ed ( ), p , teo- Rema XXII conexiunea § ] [ : ] Dacă oricare două puncte ale spațiului R aparțin unei mulțimi conexe M c: atunci R este conex Într-adevăr, să R \u d ■U L , unde și A sunt mulțimi închise nevide care nu se intersectează Luăm punctele p^ £ A p £ A și găsim mulțimea conexă A s^R care le conține În virtutea [ : ], mulțimea M este conținută într-una dintre mulțimile A e D Dar atunci ambele puncte pv p aparțin uneia dintre mulțimile A , ceea ce contrazice alegerea acestor puncte Observația Din conexiunea intervalului și din [ : ] rezultă că orice mulțime convexă, în special spațiul Rn, este conexată [ : ] Conexiunea a două mulțimi conectate A și B aflate într-un spațiu topologic R și având o intersecție nevidă este conexată Într-adevăr, fie A U B = C, A Гі В - D / Dacă U C , unde b?, C sunt mulțimi care nu se intersectează închise în C, w de [ : ], fiecare dintre mulțimile A, B este conținută în una dintre cele două mulțimi CPC Să, de exemplu Prin urmare, iar la o sută și B^CV, adică C este gol, ceea ce trebuia dovedit Definiție [ : ] Secvență finită de mulțimi [ : ] L ? , se numește un lanț de mulțimi (mai detaliat: un lanț care leagă o cu -C ) dacă pentru orice A'J'Cs-A avem J leo Observaţia Dacă, în plus, D G|m ]dEO, io lanţul ( : ) se numeşte închis Un sistem (de orice cardinalitate) de mulțimi se numește legat dacă oricare două mulțimi care sunt elemente ale acestui sistem pot fi conectate printr-un lanț format din unele elemente ale aceluiași sistem Din [ : ] urmează: | : ] Conexiunea multimilor conectate situate intr-un anumit spatiu tipologic R si formand un lant este legata De la [ : ] și [ : ] urmează mai departe: [ : ] Fie dat un sistem legat de mulțimi conexe Aa într-un spațiu topologic R; unirea tuturor multimilor Aa este legata În special; [ : ] Conexiunea oricărui număr de mulțimi conectate dintr-un spațiu topologic dat R cu intersecția perechilor nevide este conexată REVIZIA PROPRIETĂȚILOR SPAȚILOR TOPOLOGICE [cap eu Definiție [ : ] Un set deschis conex al unui spațiu topologic se numește domeniu al spațiului /? [ : ] Fie dat un sistem ® de domenii nevide Γ într-un spațiu topologic R Conexiunea Γ a tuturor domeniilor Γ £ ® este conectată numai dacă ® este un sistem legat Dovada Într-adevăr, să nu fie conectat sistemul ® Apoi există două regiuni ® și Г ®, care nu pot fi conectate prin niciun lanț de elemente ale sistemului notăm cu Г" conexiunea tuturor celorlalte elemente ale sistemului Mulțimile Г' $ și Г" sunt neintersectate nevide ~| mulţimi acoperite, iar conjuncţia lor este Γ; de aici rezultă că Γ nu este legat, ceea ce trebuia demonstrat , [ : ] Dacă setul D se află în top- spațiul logic R este conectat și apoi și B sunt conectați Dovada Lăsa b V ~ VL} V , unde Br și B nu se intersectează și sunt închise în B Să demonstrăm că una dintre mulțimile Br, B este goală Deoarece A este conectat, atunci A este conținut într-una dintre mulțimile BlfB , fie în Br Dar Br este închis în B și, prin urmare, toate punctele de contact ale mulțimii A aparținând lui B, adică întreaga mulțime B, sunt conținute în B]/, deci B este vid, ceea ce trebuia demonstrat Exemplul Mulțimea A este formată din toți punctele curbei y = sin - pentru K pot servi ca exemple de spații normale nemetrizabile; fiecare spațiu normal de greutate se poate alege > astfel încât din x e X, x' e X, p(x, r' ) Fără pierderea generalității, putem presupune că ambele secvențe {g/} și converg: "n = x" £ A"\A , iar din x" £ A\A rezultă că )===C(A )=y ; dar deoarece χ Ε An, atunci C(xn) este yY și având în vedere continuitatea lui C lim^w = Ііш С(хн) = С(х") φ y Această contradicție dovedește propunerea noastră Definiție [ : ] O descompunere a unei mulțimi compacte X în mulțimi închise disjunse pe perechi A se numește continuă dacă are proprietatea [ : ] [ : ] Orice descompunere a unei multimi compacte X in multimi inchise disjunse pe perechi A genereaza in felul urmator un anumit spatiu topologic Y, numit spatiu al descompunerii date: multimile A sunt, prin definitie, puncte ale spatiului K; vecinătățile unui punct Ho £ Y sunt definite după cum urmează: luăm o vecinătate Γ a mulțimii Ho în spațiul X\; vecinătatea corespunzătoare Ur (Qo) a punctului Ho din spațiul Y, prin definiție, constă din toate A £ Y care satisface condiția A Spațiul acestei descompunere este, de asemenea, homeomorf cercului În general, dacă Z este un pro- produs al multimilor compacte X si Y, atunci multimile Av, formate din toate punctele (x, j) £ Z, unde y £ Y este fix si x strabate intregul spatiu X, sunt elemente ale unei descompunere continue a spatiului Z ; spațiul acestei descompunere este homeomorf cu Y Înfățișat în iad dilatarea continuă a cercului (cercul împreună cu ambele diametre reciproc perpendiculare formează un element al expansiunii) va fi notat cu b Spațiul acestei descompunere este homeomorf la o mulțime compactă constând din patru segmente de linie dreaptă închise cu un punct final comun, *) Vezi nota la art : § cinci] DESCOMPUNERI COMPACTE CONTINUE Fie X pătratul OC , planul (x, y) Descompunerea continuă a pătratului X are ca elemente: a) puncte individuale interioare ale pătratului; b) perechi de puncte {(x, ), (x, )} pentru și £n , care nu sunt toate egale cu zero și sunt interconectate prin relație ( : ) pііRzі + PіzP^+PiPі^^O- Fiecare astfel de șase definește o linie dreaptă în spațiul proiectiv tridimensional **), prin coordonatele Plücker ***) *) Vezi Bocher, Introducere în algebra superioară, cap , § **) Dacă, de exemplu, p = £ , atunci o dreaptă care trece prin puncte ***) Dacă dreapta trece prin punctele (ld: : x ) și (dd : y : d : dd), atunci coordonatele sale Plücker (definite până la proporționalitate) sunt Pij= de unde notația p^ Apoi determinantul având primul și al treilea rând xlf x , x , x și al doilea și al patrulea rând dd, dd, d , y , este în mod evident egal cu zero; această egalitate este exprimată prin relaţia ( : ) § DESCOMPUNERI COMPACTE CONTINUE care sunt șase numere, în timp ce două șase determină aceeași linie dreaptă dacă și numai dacă sunt proporționale între ele În schimb, fiecare linie dreaptă definește în mod unic o clasă de șase proporționale între ele Astfel, liniile spațiului proiectiv tridimensional corespund unu la unu raporturilor de șase numere reale care îndeplinesc condiția ( : ) Vecinătățile din spațiul liniilor sunt definite în același mod în care am definit vecinătățile din spațiul proiectiv: fie o linie definită prin relația (pj : pj : :p^:p^; p° ) vybi- dintre șase proporționale între ele care determină acest raport (pj : P± • ^ : P : P • P ) niște „șase normale” pj > p°lit p° I, p°i , p°s, satisface satisfacerea condiţiei (pО ) + • • • +(^ з) = - După aceea se consideră toate şase /?і , різ, Pu, рз , /> » р з> îndeplinind condiţiile: -R T* P- I I P P I a sau a >b se exclud reciproc De aici, în special, rezultă că nu poate exista niciodată un > a, deoarece atunci am avea simultan un > a și Definiție [ : ] O mapare unu-la-unu / a unui set parțial ordonat pe o mulțime parțial ordonată Ѳ se numește mapare de similaritate (sau corespondență) dacă relația de ordine este păstrată sub maparea /, adică dacă condiția /(p)>/ /) în este satisfăcută dacă și numai dacă este îndeplinită condiția p > r în Ѳr Două mulțimi parțial ordonate și Ѳ se numesc similare între ele dacă este posibil să se stabilească o corespondență de asemănare între ele : Exemple de mulțimi parțial ordonate Orice mulțime de simplexe sau, în general, de politopuri convexe **) este parțial ordonată dacă presupunem că politopul T urmează politopul \, T >T , atâta timp cât \ este o față proprie a politopului T Această relație de ordine în mulțimea poliedrelor convexe se numește geometrică O mulțime formată din puncte, drepte și plane ale unui Eucli- spațiul dova, este parțial ordonat dacă considerăm că un punct este subordonat unei drepte dacă se află pe această dreaptă, iar o dreaptă este subordonată unui plan dacă se află în acest plan eu *) Alexandrov, Diskrete Răume, Colecția matematică, ( ) „Spațiul în topologie”, § ♦*) Vezi anexa , § \ § b] SETURI PARȚIAL COMANDATE Mulțimea Ѳ, constând din funcții reale definite pe o mulțime de puncte X, este parțial ordonată dacă setăm dacă CK°PO /i(x) A(x) ∂x pentru orice x ⊂ Xi A(a)>/ (x) pentru cel puțin un x e X Următorul exemplu de mulțimi parțial ordonate este, într-un anumit sens, cel principal: Mulțime parțial ordonată de submulțimi ale lui k o g o-l pentru mulțimile Să fie dată o mulțime Ѳ, ale cărei elemente sunt câteva submulțimi ale mulțimii date M: Pentru oricare două elemente La și Rp ale mulțimii Ѳ, punem Da > Rp dacă Ap este o submulțime proprie a mulțimii La, adică dacă La = sLp Relația de ordine astfel introdusă se numește relație de ordine naturală în mulțimea dată de mulțimi Ѳ; această relație de ordine transformă în mod evident mulțimea Ѳ într-o mulțime parțial ordonată Dacă M este format din n - elemente, atunci mulțimea tuturor submulților nevide ale mulțimii /I, cu o relație de ordine naturală în ea, este similară cu mulțimea tuturor fețelor unui simplex dimensional cu un geometric relație de ordine în ea : Seturile A@p și ®p Fie Ѳ o mulțime parțial ordonată și p £ Ѳ un element al acestei mulțimi Notăm cu A&P mulțimea tuturor elementelor x £ Ѳ care satisfac condiția x^pt Mulțimea A@p se numește închiderea combinatorie a elementului p în mulțimea parțial ordonată Ѳ Din această definiţie rezultă că întotdeauna p e Ljp Notăm cu ®p mulțimea tuturor elementelor χ e ϲ care îndeplinesc condiția χ > p Mulțimea ®p se numește steaua elementului p din mulțimea parțial ordonată Ѳ Din această definiţie rezultă că p £ ®p întotdeauna Exemple L Fie Ѳ o mulțime parțial ordonată a tuturor punctelor, liniilor și planurilor spațiului tridimensional Dacă p este un punct Ѳ, m° A)/ constă numai din punctul p; dacă p este o dreaptă, atunci A&p este o mulțime ale cărei elemente sunt linia p și toate punctele situate pe această dreaptă; dacă p este un plan, atunci A&p este o mulțime ale cărei elemente sunt: planul p, toate dreptele și toate punctele situate în planul p În mod similar, mulțimea Oep are ca elemente: dacă p este un punct, punctul p și toate dreptele și planele care trec prin acest punct; dacă p este o dreaptă, dreapta p și toate planurile care trec prin această dreaptă; dacă p este un plan, numai planul p Fie Ѳ o mulțime parțial ordonată de triunghiuri, laturile și vârfurile lor, prezentate în Fig Dacă p £ Ѳ, atunci constă din toate simplexele având p propriu patru* REVIZIA proprietăților SPAȚIILOR topologice [cap sau o margine necorespunzătoare De exemplu, în cazul prezentat în fig , avem: dacă p este un triunghi, atunci ®p este format dintr-un singur element p, Aѳp este format din triunghiul p, laturile și vârfurile sale; dacă p este un segment, atunci ®p este format din acest segment și din triunghiuri având p ca latură (există unul, două sau patru astfel de triunghiuri în desenul nostru), A@p este format din segmentul p și capetele acestuia; dacă p este un vârf, atunci Оѳр constă din triunghiuri având p ca vârf și laturile având p ca capăt; A®p constă din acest singur vârf Teorema [ : ] Orice mulțime parțial ordonată Ѳ este ca o mulțime % de submulțimi ale lui A®p cu o relație de ordine naturală în ea Dovada este lăsată pe seama cititorului ca pe o simplă exerciții : Dualitatea seturilor parțial ordonate Lăsa dat parţial set comandat Ѳ Este posibil să se compună o mulțime parțial ordonată Ѳ' din aceleași elemente care alcătuiesc Ѳ, dar cu o relație de ordin invers: și anume, în Ѳ' vom considera a b Se spune că un poset Ѳ este dual cu un poset Ѳ Relația de dualitate este în mod evident reciprocă: dacă Ѳ' este dual cu Ѳ, atunci Ѳ este dual cu Ѳ' elementele din Ѳ' coincid cu stelele elementelor Închideri la Ѳ și invers: A^p = O@p, O^p^A^p Am văzut că orice mulțime parțial ordonată este ca mulțimea de închideri ale elementelor sale cu o relație de ordine naturală Prin urmare, mulțimea parțial ordonată Ѳ', duală cu Ѳ, este ca și mulțimea de stele ale elementelor Ѳ, de asemenea cu o relație de ordine naturală Exemple Fie Ѳ alcătuit din fețe, muchii și vârfuri ale unui cub cu o relație de ordine geometrică Posetul dual Ѳ' este ca setul de fețe, muchii și vârfuri ale unui octaedru, de asemenea, cu o relație de ordine geometrică Un poset format din toate fețele proprii ale unui simplex n-dimensional cu o relație de ordine geometrică, similară cu posetul său dual Pentru a implementa corespondența, este necesar să se atribuie fiecărei fețe a simplexului fața opusă acesteia în acest simplex Să fie împărțit spațiul tridimensional în cuburi congruente cu latura și cu coordonatele întregi ale vârfurilor Ѳ este format din toate aceste cuburi, fețele, muchiile și vârfurile lor cu geometrie relatie de ordine Dualul lui Ѳ este parțial ordonat § ] SETURI PARȚIAL COMANDATE acest set este similar cu Ѳ în sine Pentru a implementa corespondența de similitudine, este necesar să se deplaseze întregul sistem de cuburi cu un vector cu componente (y» "' * ) Și să se atribuie fiecărui element p' al sistemului deplasat un element p al vechiului sistem care are un centru comun cu p' : Spații discrete Definiție [ : ] Un to-spațiu se numește spațiu discret dacă suma oricărui număr de mulțimi închise din el este o mulțime închisă (sau, ceea ce este același, dacă intersecția oricărui număr de mulțimi deschise din el este o mulțime deschisă) Teorema [ : ] Se spune că o submulțime A a unui poset Ѳ este închisă dacă p £ , p' putem alege un număr natural nt astfel încât pentru orice p > n, q > n avem P Evident, fiecare succesiune convergentă este fundamentală [ : ] Un spațiu metric se numește complet dacă oricare dintre secvențele sale fundamentale este convergentă Dintre proprietățile spațiilor metrice complete, notăm următoarele două: [ : ] Într-un spațiu metric complet R, orice succesiune de mulțimi închise descrescătoare ^ ^ •• • EA EZ- • • > ale căror diametre tind spre zero are o intersecție formată dintr-un singur punct Într-adevăr, întrucât diametrele mulţimilor An tind spre zero, atunci An nu poate conţine două puncte; luând an(^An) obținem o secvență fundamentală [an] al cărei punct limită este conținut în Π An [ : ] Dacă fiecare dintre seturile deschise Гп Г , Gp, al unui spațiu metric complet R este dens în R, atunci intersecția lor E = П Гп este densă și în R Dovada teoremei [ : ] se bazează pe lema: Lema Dacă o mulțime deschisă Γ a unui spațiu metric R este dens în R, atunci în orice mulțime deschisă Γ cz ? conține un set deschis Γ' (de diametru arbitrar mic) a cărui închidere se află în Γ Γ Într-adevăr, deoarece Γ este dens în R, atunci Γ conține un punct p al mulțimii Γ; întrucât A = (A\T ) U (/?\T) = /?\(Γ P Go) este închis, rezultă că p(p, M) > Fie un număr pozitiv s în mod arbitrar mic și în orice caz mai mic decât p(p, A) Fie r' = O(p, r) Toate punctele mulțimii Γ' sunt separate de p de cel mult e și, prin urmare, se află în Γ Γ Go Aceasta demonstrează lema i Acum demonstram teorema [ : ] Pentru a face acest lucru, este suficient să găsiți un punct al mulțimii E în orice mulțime deschisă Г C R *) Hausdorff, Teoria multimilor, § , § ] SPAȚII METRICE COMPLETE ȘI COMPACTE Luăm o mulţime deschisă І\, diametrul - • • •'”)> satisfacerea conditiilor І\ EE G], • • • Pe baza lemei, construim o multime deschisa Гn+ de diametru e de ambele puncte și a Continuând acest raționament, obținem secvența ( : ) ab a , , an, punctele /?, distanțe perechi între care e Observație Deoarece succesiunea ( : ) în mod evident nu are niciun punct limită, se demonstrează propoziția: [ ' ] În fiecare mulțime compactă, pentru orice s > , există o r-net Definiție [ : ] Se spune că un spațiu metric este complet mărginit dacă conține o rețea r pentru fiecare s > Observația Secvența ( : ) pe care tocmai am construit-o are în mod evident proprietatea că niciuna dintre subsecvențele sale nu este fundamentală Deci: dacă spațiul metric R nu este complet mărginit, atunci el conține o secvență care nu conține nicio secvență fundamentală sub-îi REVIZIA PROPRIETĂȚILOR SPAȚILOR TOPOLOGICE [Cap eu Pe de altă parte, dacă ? destul de limitată şi {"!>•• -," / rețeaua are spațiu ?, atunci totul este ? acoperite de mulţimi O(ap -~); numărul acestor mulțimi este finit, iar diametrele lor sunt r, deci orice succesiune infinită de puncte ? ( ) • • • > jap, • • • conține o subsecvență infinită al cărei diametru este mai mic decât orice număr dat e> Să dăm e valorile sn -> și să construim o subsecvență ( : ) a acestei secvențe ( : ) având diametrul ca ω, atunci o mulțime numărabilă N este densă în R : Spații de mapări continue Fie X un spațiu topologic și Y un spațiu metric mărginit (adică având un diametru finit) Notați cu (E(JV, Y) spațiul metric construit după cum urmează Punctele (X, Y) sunt toate hărți continue ale lui X în Y Distanța dintre două puncte £ & (X, Y) și Y) este definită ca supremul tuturor numerelor p(Cx(x), C (x)) pentru x care traversează întregul spațiu X [ : ]- Dacă Y este compact și X este orice spațiu topologic, atunci spațiul &(X,Y) este un spațiu metric complet Dovada Lăsa ( : ) Si, ACOPERII DE SPAȚII NORMALE § ] succesiunea fundamentală de puncte din spațiul (A, U) Aceasta înseamnă că pentru fiecare r este posibil să găsim un /r astfel încât simultan pentru toate χ e X și orice p > ne, ne avem ( : ) P {CP(x), Ca(x) ) ) = SDx) Două mapări continue Co și Cx de la o mulțime compactă X la o mulțime compactă Y se spune că sunt homotopice una față de cealaltă dacă există o deformare C(x, ) care le ia unul în celălalt Deoarece relația de homotopie a două mapări continue de la un X compact la un Y compact are proprietăți de reflexivitate, simetrie și tranzitivitate, mulțimea tuturor mapărilor continue de la un X compact la un Y compact se descompune în clase de mapări reciproc homotopice, sau , pe scurt, în clase de homotopie Cometariu Se presupune de obicei a = , b = , se scrie G(x) în loc de C(x, t) și se vorbește despre o familie de mapări continue C (x) ale mulțimii compacte X la mulțimea compactă Y, continuu dependentă de parametrul t, ^^^I § Acoperiri de spatii normale, in special spatii compacte : Acoperiri închise și deschise ale spațiilor topologice Subiect al topologiei combinatorii Știm deja că acoperirea (finită) a unei mulțimi M este sistemul (finit) de submulțimi ale mulțimii U, a căror combinație este întreaga mulțime U; În cele ce urmează, vom lua în considerare acoperirile unui spațiu topologic dat, și anume, deschis REVIZIA proprietăților SPAȚIILOR topologice [cap eu capace, formate din seturi deschise, și acoperiri închise, formate din seturi închise; în toate cazurile, fără a spune altfel, vom lua în considerare doar acoperiri finite Multiplicitatea unui înveliș a este cea mai mare dintre numerele întregi n, astfel încât există n elemente ale unui înveliș a care au intersecție nevide Definiție [ : ] Se spune că un sistem de mulțimi p este înscris într-un sistem de mulțimi a dacă fiecare element al sistemului £ este conținut în cel puțin un element al sistemului a Un înveliș p al unei mulțimi M se spune că este lângă un înveliș a din aceeași mulțime /i dacă | este înscris în a și în același timp a nu este înscris în [ Conceptul abia introdus de a urma introduce în orice multi-; mulţimea de acoperiri a oricărei mulţimi M este o ordine care satisface, după cum este uşor de observat, toate axiomele unei mulţimi parţial ordonate şi transformă astfel orice set de acoperiri ale unei mulţimi date M într-o mulţime parţial ordonată Când vorbim de un set parțial ordonat al oricăror acoperiri ale unei mulțimi date M, vom avea întotdeauna în vedere ordinea tocmai definită în acest set de acoperiri Topologia combinatorie, în sensul larg al cuvântului, studiază proprietățile spațiilor topologice prin examinarea proprietăților unui set parțial ordonat al învelișurilor lor deschise (sau închise) : acoperiri similare Definiție [ : ] Două capăt-j seturi enumerate' a \u d {Anul D > ₽ = { ; : sunt numite asemănătoare între ele, dacă există, mulţimile unui sistem au atunci şi numai atunci un ne-vide; intersecție, când seturile corespunzătoare (adică ej echipate cu aceleași numere) ale celui de-al doilea sistem au o intersecție nevide i Egalitatea care există în topologia combinatorie generală între utilizarea seturilor parțial ordonate de capace deschise și închise se bazează pe următoarele două teoreme: [ : ] La orice sistem de seturi închise a \u d {Ll ,L } spaţiu normal R, se poate găsi un astfel de sistem de, respectiv, conţinând mulţimi Li, ,R mulţimi deschise; care setează sistemele t i a = {Ab ,Aa} ] și chiar și a iz x^ /?\A Setați sisteme a^={Ax, ,A } și „i = {Oi, Rg, - • ' L } sunt asemănătoare între ele De fapt, dacă Ax A A,^ P • • • P A^ Φ , atunci cu atât mai mult O ± Π f] f] Aik φ Invers, din Λi A A • • • A Aik =» rezultă că înseamnă, Oh Ah Ah Ah A Aik^O± A L= tf\(ăîn PO') = I, apoi, punând Ai = Oit, avem acoperirea dorită a = {Ri, ,A } : e-acoperiri de compacta Numere de acoperire Lebesgue Definiție [ : ] O acoperire a unui spațiu metric se numește acoperire r dacă toate elementele acestui înveliș au diametrul mai mic decât r Lema lui Lebesgue [ : ] Pentru fiecare acoperire închisă a - {Ax, ,Aa} multime compacta Φ se poate gasi un numar pozitiv cu urmatoarea proprietate * daca exista o multime de UISF de diametru care se intersecteaza cu unele elemente ( : ) Aîv, ,Aik acoperirea a, atunci intersecția acestor elemente nu este goală Dovada este prin contradicție: să presupunem că nu există un astfel de număr Atunci pentru un număr pozitiv ~ (unde n este un număr natural) se poate găsi o astfel de combinație de elemente ( : ) Аіѵ ,Аік a capacului a că o mulţime TI^cF de diametru -i- se intersectează cu toate mulţimile AI ^Aik şi că, în acelaşi timp, intersecţia acestor mulţimi A$, ,A^ este goală : M P Ach fO, ,M P Aik£ , Ach P PL^ = Deoarece numărul tuturor combinațiilor ( : ) ale diferitelor elemente ale acoperirii a este finit, există cel puțin o combinație A/^y • • • > Ark> care, în sensul tocmai indicat, corespunde unei mulţimi infinite de n distincte Aceasta înseamnă că pentru un număr infinit de n distincte, avem mulţimi Mn de diametru care intersectează toate datele date A , , Aik, dar în același timp P P Aik = acoperiri ale spatiilor normale § ȘI Din fiecare Mn alegem un punct pn Trecând, dacă este necesar, la o subsecvență, putem presupune că secvența Рѵ Ръ - ,Рп> • • • converge într-un punct ρ e Φ Evident, în orice apropiere de punctul ρ există puncte ale fiecăreia dintre mulţimile Аір , Аік; prin urmare (deoarece mulțimile Ai Mn, • * • ■“-orice succesiune de seturi prea mari, dia REVIZIA PROPRIETĂȚILOR SPAȚILOR TOPOLOGICE (Cap ai căror metri tind spre t] În fiecare Mn alegem un punct pn; trecând, dacă este necesar, la o subsecvență, putem presupune că punctele pn converg într-un punct p e Φ Punctul p se află într-un anumit element (\ al capacului ω și, în consecință, are o distanță pozitivă e de mulțimea închisă ?\C\, astfel încât ( : ) O(p, e)co ; prin însăși definiția sa, niciun Mn nu este conținut în Or, cu atât mai puțin în O(p, e) Între timp, pentru toate n suficient de mari avem pn > O(p, e), deci pentru toate astfel de n diametrul Mn trebuie să fie în mod necesar > e [deoarece altfel am avea Mn > O(p, e)] Dar de vreme ce m] este limita diametrelor Mn, atunci m] e, ceea ce trebuia demonstrat Încheiem acest studiu preliminar al acoperirilor cu următoarea propoziție foarte generală și destul de elementară, care va fi convenabilă în cele ce urmează [ : ] Să fie dată o proprietate a acoperirilor închise (de exemplu, proprietatea de a avea o multiplicitate dată) Pentru a înscrie în fiecare capac deschis w al multimii compacte Φ un înveliș închis cu proprietatea , este necesar și suficient ca pentru fiecare ε > să existe un înveliș r închis al compactului Φ cu proprietatea Intr-adevar: Este necesară condiția: luând pentru orice e > un înveliș e deschis și apoi un înveliș închis înscris în el, care are proprietatea, obținem un înveliș s închis, care are proprietatea Condiția este suficientă: dacă pentru orice ε > există s-acoperiri cu proprietatea , atunci pentru a obține o acoperire închisă cu proprietatea înscrisă într-un înveliș deschis dat , există o acoperire ^ închisă a compactului Φ de multiplicitate n - [- Dacă nu există un astfel de n, atunci dimensiunea lui Ф este, prin definiție, infinită Atunci pentru orice n se poate găsi e > astfel încât fiecare înveliș s închis să aibă multiplicitate >n-]~ Deoarece, sub o mapare topologică a unei bicompacte Φ pe un spațiu compact Φ', seturile deschise și închise ale spațiului compact Φ intră în seturi deschise și închise ale spațiului compact Φ, respectiv acoperirea unei multiplicități date de unu spațiul trece la acoperirea aceleiași multiplicități a altui spațiu, apoi bicompactele care sunt homeomorfe între ele au una și aceeași dimensiune Același fapt este exprimat spunând că dimensiunea este o proprietate invariantă din punct de vedere topologic a acestui sau aceluia spațiu, sau un invariant topologic O parte semnificativă a capitolului și întregul capitol al acestei cărți este dedicată conceptului de dimensiune Aici ne limităm la cazul când Φ este compact În capitolul de faţă stabilim însă o singură proprietate de dimensiune, care rezultă direct din definiţie; o vom demonstra doar pentru spații compacte, lăsând cititorul să demonstreze pentru orice bicompacta: [ : ] Dacă setul compact este conținut în compactul , atunci dim dim *) Sensul vizual al acestei definiții este foarte simplu: pentru n = se afirmă că orice „zonă” bidimensională (spațiu compact) poate fi „pavată” cu „pietre” (multuri închise) arbitrar mici, astfel încât „pietrele” „ se învecinează unul cu celălalt nu mai mult de trei și nu pot fi pavate cu pietre în mod arbitrar mici, astfel încât să existe doar adăugiri a două, astfel că afirmația (dovedită în capitolul ) că, de exemplu, un pătrat are dimensiunea și se numește „ teorema pavajului” - la pavajul piețelor și străzilor cu pavaj, există întotdeauna intersecții de trei, iar noțiunile de patru pot fi evitate Când umpleți un anumit volum tridimensional cu pietre suficient de mici (de exemplu, când umpleți o cavitate mare cu cărămidă), trebuie să apară deja patru elemente alăturate O mare realizare a gândirii matematice a fost recunoașterea faptului că acest număr de adăugiri (în multiplicitatea acoperirilor) este conținutul conceptului de dimensiune Această realizare îi aparține lui Lebesgue, care a formulat pentru prima dată Teorema Podului (în ) și a demonstrat-o (totuși, nu complet) Prima demonstrație completă a teoremei podului a fost dată de Brouwer în REVIZIA PROPRIETĂȚILOR SPAȚILOR TOPOLOGICE [cap i Într-adevăr, luând pentru un s > un s-acoperire închisă "o \u d {Fo PLr ,Ф L AJ set compact , iar multiplicitatea învelișului a nu depășește, evident, multiplicitatea învelișului a De aici urmează afirmația [ : ] Observația Teoremele [ : ] și [ : ] implică: [ : ] Dimensiunea unui spațiu bicompact Φ poate fi definită ca cel mai mic număr întreg n care satisface condiția: În orice acoperire deschisă a unei mulțimi compacte Φ, se poate înscrie o acoperire deschisă a aceleiași mulțimi compacte cu multiplicitatea n În particular, dimensiunea unei mulțimi compacte Φ poate fi definită ca cel mai mic număr întreg n care are proprietatea că pentru orice e> există o acoperire r deschisă de multiplicitatea n - a compactului Φ CAPITOLUL DOI# TEOREMA IORDANIEI Dovada teoremei lui Jordan dată în acest capitol se datorează lui E Schmidt*) Această demonstrație este destul de elementară și nu necesită cunoștințe topologice prealabile, altele decât cele mai simple informații despre conexiune (Capitolul , § ), care sunt necesare pentru înțelegerea însuși conținutului teoremei Al doilea avantaj al demonstrației lui E Schmidt este că construcțiile auxiliare pe care se bazează această demonstrație (funcția unghiulară, ordinea unui punct față de o mapare continuă etc ) au o gamă largă de aplicații mult dincolo de teorema lui Jordan în sine, și aparțin acelor concepte topologice elementare, familiaritatea cu care este necesară pentru oricine studiază, de exemplu, teoria ecuațiilor diferențiale sau teoria funcțiilor unei variabile complexe § Enunţarea teoremei lui Jordan Limitele comune ale regiunilor : Enunțul teoremei lui Jordan O homeomorfă compactă Φ la un cerc se numește linie închisă simplă (sau curbă Jordan închisă); un set compact homeomorf la un segment rectiliniu se numește arc simplu (sau iordanian) Subiectul acestui capitol este demonstrarea următoarei importante și celebre teoreme: teorema lui Jordan Fie Φ o dreaptă simplă închisă situată în planul R Mulțimea deschisă complementară /?' \ Φ se împarte în două regiuni **) r și Gr, granița fiecăreia fiind curba Φ Cu alte cuvinte: Du-te PG = ; Go și Tj sunt regiuni; F \u d To\go \u d g\\gr Observaţia Spunem că mulţimea închisă A a spaţiului topologic ? împarte spațiul R dacă *) Erhard Schmidt, Ueber den Jordanschen Kurvensatz, Sitzungs-berichte d preussischen Akadem'ie d Wiss , , p -b **) Vă reamintim că un set deschis conectat se numește regiune Alexandrov P S TEOREMA IORDANIEI [cap C setul deschis /?\A este deconectat; daca /?\A este conectat, atunci A, prin definitie, nu partitioneaza spatiile /? Observație Spații deconectate și numai ele sunt partiționate de setul gol De obicei, teorema lui Jordan are următoarea formulare, mai compactă: Orice curbă Iordană plană închisă Φ împarte planul R în două regiuni și este limita lor comună Există trei afirmații conținute în teorema lui Jordan: Setul deschis /? \Ф este format din două componente Go și I\; Fiecare dintre aceste componente este un set deschis *); Ф este limita comună a regiunilor Go și Гг După cum vom vedea mai jos, următoarea teoremă, de asemenea foarte importantă, este strâns legată de teorema lui Jordan: Niciun arc simplu Φ situat în planul R nu împarte acest plan Cu alte cuvinte: dacă un arc simplu Φ se află în planul Y? , atunci mulțimea deschisă /? \Φ este conectată Ambele teoreme demonstrate în acest capitol sunt cazuri speciale de teoreme care vor fi demonstrate atât în capitolul , cât și în capitolul : Regiunile din Rn și limitele acestora Să facem mai întâi următoarea remarcă: [ : ] Fiecare mulțime deschisă convexă din Rn (de exemplu, o bilă deschisă n-dimensională) este conectată în virtutea teoremei [ : ] din Capitolul Prin urmare, fiecare mulțime care este homeomorfă unui domeniu convex al spațiului Rn este, de asemenea, conectat [ : ] Pentru ca un set deschis să fie conectat; Este necesar și suficient ca oricare două puncte ale lui Γ să poată fi unite j printr-o linie întreruptă simplă (adică, o linie întreruptă fără puncte multiple) j situată în Γ Dovada Condiția este suficientă: dacă există două | punctele Γ pot fi legate printr-o linie poligonală situată în Γ (chiar dacă are mai multe puncte), atunci Γ este conectată în virtutea teoremei [ : ] din capitolul Necesitatea condiției înseamnă: Dacă într-o mulțime deschisă Γ există două puncte a și ξ care nu pot fi conectate printr-o linie întreruptă simplă situată în Γ, atunci Γ nu este conectat Să demonstrăm ultima afirmație Să notăm cu Γ mulțimea tuturor punctelor lui Γ care pot fi conectate la linii întrerupte situate în Γ Notăm cu Γ mulțimea tuturor celorlalte puncte ale lui Γ *) Componentele unei multimi deschise din R nu trebuie sa fie multimi deschise in /?; de exemplu, dacă luăm ca R o mulțime perfectă Cantor (cu topologia sa obișnuită), atunci fiecare punct! x E R este componenta sa în /?; cu alte cuvinte, componentele lui R sunt mulțimi „un punct” și niciuna dintre ele nu este deschisă în R Această remarcă va permite cititorului să aprecieze interesul teoremelor [ : ] și [ : ] ! § ] formularea teoremei lui Jordan Dacă p este un punct arbitrar al lui Γ, atunci toate punctele, Γ?' , care sunt mai mici decât unele pozitive e = ss p(p,/?n\Γ) din p, aparțin lui Γ și, prin urmare, pot fi conectate la p de un segment situat în Γ Din aceasta rezultă cu ușurință că Γ și Γ sunt deschise în Γ; întrucât r rb = u e rn, b, atunci r nu este legat, deci se demonstrează întreaga teoremă [ : ] [ : ] Fie Γ o regiune a spațiului η > și fie Γc: Γ o mulțime finită Atunci mulțimea Γ\E este conectată (și, prin urmare, este o regiune) Într-adevăr, fie a și b două puncte ale unei mulțimi deschise Γ\E; să le conectăm cu o linie întreruptă în Г; printr-o deplasare arbitrar mică a vârfurilor acestei linii întrerupte, ea poate fi adusă într-o poziție generală *) față de o mulțime finită E, după care nu va conține un singur punct al lui E și, în consecință, va conecta a și b în Γ\E [ : ] Fie En o bilă închisă n-dimensională situată în Rn Setul deschis Rn\En este conectat De fapt, o transformare prin vectori cu rază reciprocă duce /?n\En la En\o, unde En este bila deschisă corespunzătoare și o este centrul acestei bile Deoarece En\o este legat de ceea ce s-a dovedit, Rn\En este de asemenea legat [ : ] Componentele fiecărui set deschis în RP sunt deschise (adică sunt domenii) Înainte de a demonstra teorema [ : ], facem următoarea remarcă: Definiție [ : ] Spațiul metric ? se numește conectat într-un punct p dacă p are vecinătăți conectate arbitrar mici (în ceea ce privește diametrul său); R se numește conectat local dacă este conectat în oricare dintre punctele sale Deoarece vecinătățile sferice din Rn sunt conectate, nu numai, ci și fiecare set deschis din Rn este conectat local**) Un exemplu de set compact neconectat local este prezentat în Fig (p ) o curbă formată dintr-un segment - ^Y care conține punctul și lipsit de punctele setului Mulțimea Φ = Φ\ este un arc simplu situat pe Φ și care conține Φo Este necesar să se demonstreze că /? \Ф este conectat; dar întrucât toate punctele Φ^Φ sunt puncte limită pentru /? \FP, atunci, în virtutea teoremei [ : ] din capitolul , conexiunea R - Φo decurge din legătura n \ФР Deci, pentru a demonstra toate afirmațiile teoremei lui Jordan, este suficient să demonstrăm că curba lui Jordan împarte planul în două regiuni și că un arc simplu al planului nu : Notație Orientarea arcelor simple și a liniilor simple închise Un arc simplu cu capete a și b este notat cu ab, iar arcul deschis corespunzător (adică mulțimea ab\(a U )) este notat cu Dacă un arc simplu este notat cu A etc , atunci A denotă arcul deschis corespunzător Deoarece un arc simplu este o imagine topologică a unui segment, putem vorbi de un arc simplu orientat, adică un arc cu o direcție dată pe el *) de la a la b sau de la b la a orientat pro- *) Direcția de la a la b pe un arc simplu ab este stabilită după cum urmează Luăm o mapare topologică De la segment la un arc simplu ab, în care punctul merge la a, punctul merge la b Această mapare determină ordinea punctelor de pe arcul ab: pentru două puncte Y = C(x), y' = C(x') ale arcului ab, punem y x Sub maparea topologică C = SG Q a segmentului T pe sine, avem ( : ) I C( ) = °' (b? (^i) - x , C (xj) - X? Dar C, ca o mapare topologică a lui pe sine, lăsând capetele segmentului fixe, este o funcție strict monotonă, astfel încât egalitățile ( : ) nu sunt compatibile cu inegalitățile ( : ) Contradicția rezultată dovedește afirmația noastră TEOREMA IORDANIEI [cap II Un arc flocat este notat cu (ab), respectiv, (ba; un arc deschis orientat este notat cu (ab), respectiv (ba) Când un cerc este mapat topologic pe o anumită curbă Jordan, direcția de ocolire pe cerc generează o anumită direcție de ocolire și pe curba Jordan dată Definiția exactă a direcției de traversare sau a orientării curbei Iordanului este următoarea A seta orientarea curbei Jordan Φ înseamnă a seta o anumită direcție pe orice arc simplu Phos ph în așa fel încât pe oricare două arce φ s: φ, φ cz φ, din care valul face parte din celălalt, direcțiile alese ar fi aceleași O curbă Jordan Φ cu o orientare definită pe ea se numește curbă orientată și se notează cu Φ § Funcția unghiulară a unei mapări continue a unui segment într-un plan Ordinea unui punct în raport cu o cale închisă în plan : Funcțiile Fa(p, C, x) și f(p, C, xv x ) Să fie dată o hartă continuă C a segmentului eoe = (e ^x^ej a dreptei reale în plan /? Fie p(~R un punct care nu aparține mulțimii Φ = C(eovi) În sfârșit, să fie a un punct al segmentului Să presupunem că în planul R o anumită direcție a unghiurilor de numărare (de exemplu, direcția în sens invers acelor de ceasornic) este aleasă ca pozitivă Unghiul £^C(a)pC(x) este definit numai până la multipli întregi ai lui ^ Cu toate acestea, poate fi determinat unic pentru tot x, dacă alegem o anumită valoare a acestui unghi pentru dat x = x și necesită ca valoarea sa pentru orice x să depindă continuu de x Într-adevăr, împărțim segmentul ei) e la puncte ■ în o, a j, • • •, în segmente a^a^a^a^ ,as Jas atât de mici încât imaginea fiecăruia dintre ele sub maparea C se află în interiorul unui unghi ascuțit cu vârful la p Atunci, dacă valoarea unghiului С(а)рС(х) este definită pentru un x fix, atunci este aceeași este determinată de continuitate pentru toate valorile lui x situate pe intervalul ataf+l; prin urmare, în special, pentru x - al și x = ai + Dar dacă valoarea unghiului C(a)pC(x) este dată pentru x - ai + v, atunci este determinată în mod unic pe întregul segment ai + ai + i, apoi pe ai + ai + etc În mod similar , dacă ^C (a) pC(x) este definit pentru x = ah, atunci valoarea acestui unghi este determinată în mod unic de continuitatea pe segmentul a>:ai etc Astfel, unghiul C (a) pC (x) se dovedește a fi definit pentru toate punctele x ale segmentului § ] FUNCȚIA ANGULARĂ DE CARTERARE A LINII ÎN-UN PLAN Definiție [ : ] Valoarea unghiului C (a) pC (x), determinată în mod unic pentru tot x, prin cerința ca pentru x - a Această valoare a fost egală cu zero, notat cu Fa(p, C, x) Observație Funcția Fa(p, C, x) depinde în mod evident de x, a și p Mai mult, este ușor de observat că este continuă față de totalitatea tuturor argumentelor sale p, C, x, a: pentru fix x, n, p, C, pentru fiecare e> , se poate alege astfel încât pentru x', a', p ', C' îndeplinesc condiţiile I * I (pf, C'\x') este definită și diferit de Fa(p, C, x) mai mic decât e (Mai mult, în conformitate cu capitolul , art : , condiția p (C', C) c*(p), toate c*(p), O Ѳ sunt egale între ele Asa de: [ : ] Ordinea uq(p) nu se modifică în cazul deformărilor admisibile ale mapării C § ] FUNCȚIA ANGULARĂ DE AFIȘARE A O LINIE PENTRU UN AVION : Formula de adaos Fie două segmente ale dreptei reale eQe și ete i ^ Co"(p), cQ(P)> sunt definite și egalitatea ( : ) Ѳ> , G ( x) \u d C ( - f - x); de unde, în virtutea invarianței lui w^(p) sub deformații admisibile ale mapării C, urmează imediat egalitatea a># (p) = wC (p) și, prin urmare, egalitatea ( : ) : Ordinea punctului relativ la curba Iordanului De-a lungul acestei secțiuni, Φ înseamnă o curbă Jordan situată în planul Y? Printr-o simplă mapare a segmentului al liniei reale pe curba Jordan Φ înțelegem orice mapare continuă C a segmentului la Φ pentru care intervalul deschis ( ) este mapat topologic și c(o)=c(i)=/eF Orice mapare simplă a segmentului determină o anumită direcție de deplasare în jurul curbei Φ: dacă c(p)> unde C este o mapare simplă a segmentului pe Φ care generează o direcție dată de ocolire pe Φ, se numește ordinea punctului p în raport cu curba Jordan orientată Φ și se notează prin ω(p, Φ) În sfârșit, avem nevoie de următoarea propunere: [ : ] Să fie date trei arce simple pe planul R' cu capete comune ay b, fără puncte comune în perechi, cu excepția capetelor Notând aceste arce, respectiv, cu abx > ab , iar arcele orientate, respectiv, prin {ab)r U (ba) , Di); U lbâ) , (ăh) U ( -ă)s Atunci pentru orice punct p care nu se află pe niciunul dintre cele trei arce date, avem u TEOREMA IORDANIEI [Ch tt Această formulă rezultă din ( : ) și din următoarea propoziție aproape evidentă: [ : ] Să fie dată o mapare continuă Co a unui segment pe o curbă Jordan Φ, definită după cum urmează: Co mapează topologic segmentul y pe un arc = e'e^ cz Φ, în continuare, și, în final, segmentul este mapat topologic pe arcul Â == = e'^e' £ Φ, care este diferit de Maparea Co este transformată prin intermediul unei deformații C* care satisface condiția ( : ) în o cartografiere simplă Este suficient să demonstrăm această propoziție în ipoteza că Ф este un cerc de lungime În acest caz, atât С Э cât și Сѳ sunt definite exact în același mod ca în demonstrația [ : ] : Ordinea punctului p e R* în raport cu maparea continuă a cercului în /? \p; gradul de mapare continuă a unui cerc într-un cerc*) Fie p un cerc orientat; pentru simplitate, luăm lungimea sa ca Alegem un punct arbitrar a$ pe p Se spune că direcția circuitului pe p este pozitivă dacă coincide cu orientarea aleasă pe p Fie (Y o mapare continuă a cercului p în planul /? ; fie p e R să nu aparțină mulțimii ( p) Să notăm cu C^ o mapare continuă a unui segment pe un cerc , punând în corespondență cu fiecare punct x, capătul unui arc de lungime x, trasat pe p în direcția pozitivă din punctul Hp Atunci C = CP C^ este o mapare a segmentului în /? \p care satisface condiția C( ) = C( ) Ordinea unui punct în raport cu maparea C, așa cum este ușor de observat, nu depinde de alegerea mapării intermediare C^ (adică de alegerea punctului Hp, care determină complet această mapare Cp ) Astfel, ordinea punctului p față de maparea С=СРС^ depinde numai de maparea СР (precum și de orientarea aleasă a cercului Зр și de direcția citirii pozitive a unghiurilor din Z? ) Prin urmare, este firesc să numim această ordine ordinea unui punct în raport cu harta CP a cercului p, adică pusă prin definiție (p) = ®a(P)- *) Acest articol nu va fi folosit în demonstrarea teoremei lui Jordan § І Funcția unghiulară a mapărilor unui segment într-un plan Fie acum Sa un cerc situat în ? cu centrul py orientat în direcția citirii pozitive a unghiurilor din /? Fie Cț o mapare continuă de la Sp la Sv Atunci ordinea centrului p al cercului a pe care tocmai am definit-o în raport cu maparea continuă a cercului p în a se numește gradul mapării Scopul acestui articol este de a arăta că gradul unei mapări caracterizează complet clasa de homotopie *) a acestei mapări Pentru a face acest lucru, definim în primul rând așa-numita hartă normală de gradul ω (unde ω este un întreg arbitrar) Pentru simplitate, presupunem că ambele cercuri a și p au lungimea Să alegem o dată pentru totdeauna anumite puncte a$ £ p și toate £ a O mapare normală a unui grad de la cercul p la v este o mapare care pune în corespondență cu fiecare punct ££ p un punct v£(E) £ a, definit după cum urmează Luăm arcul pe Zp în direcția pozitivă Puneți deoparte pentru Za din punctul al în direcția pozitivă, dacă co > , și în direcția negativă nii, dacă ω Să luăm un punct c' pe arcul cb atât de aproape de punctul c încât Evident, ce' și, prin urmare, ac', nu are puncte în comun cu pq, ceea ce trebuia demonstrat § ] teorema: un arc simplu nu desparte un plan [ : ] Să presupunem că punctele p și q nu sunt separate de niciun arc simplu situat pe ab și distinct de întregul arc ab Atunci arcul nu separă nici punctele p și q Înainte de a demonstra această propoziție, deducem din [ : ] și [ : ] teorema titlului acestei secțiuni Fie un arc simplu Ф = ab despica planul Apoi există două puncte p și q separate de arcul ab Mulțimea constând dintr-un singur punct a, evident, nu separă punctele p și q Prin urmare, pe baza [ : ], se poate găsi arcul aa' situat pe ab și neseparând punctele p și q Notăm cu c supremul [pe un arc orientat (n#)] mulțimea acelor puncte a' £ ab^ pentru care arcul aa' ț^ ab nu separă punctele p și q În virtutea [ : ], arcul ac nu separă punctele p și q În virtutea [ : ], punctul c coincide cu b> adică ab nu separă punctele p nq Deci, rămâne de demonstrat [ : ] Să notăm cu K' un cerc cu centrul q astfel încât punctele a, p, q să fie în afara lui K' Fie c' ultimul punct de intersecţie (a&) al arcului ab cu cercul Ko al discului K' Arcul ac' a ab se află la o distanţă pozitivă de punctul b Fie K un cerc cu centrul b și raza mai mică decât p ( , notăm circumferința acestui cerc cu Kq Astfel, primul [pe (a/?)] un punct al mulțimii /Co A se află pe (ab) dincolo de ultimul punct al mulțimilor K U ab, astfel încât toate punctele care urmează după (ab) un punct al mulțimii KQ A aby se află în interiorul K' Să demonstrăm acum [ : ] mai întâi în cazul particular când mulțimea ab A Kq este formată dintr-un singur punct c Deoarece ac prin presupunere nu separă punctele /? și q, atunci există o linie întreruptă pq care nu se intersectează cu ac (Fig ) Pe o linie poligonală orientată (pq) notăm cu pr primul și cu qt ultimul punct de intersecție cu Ko Ambele puncte /? și qt sunt diferite de punctul c a poate fi prin urmare conectat printr-un arc pyc al unui cerc/Co care nu conține punctul r Linia pp U pxqx U qrq (unde pp cz pq, prg cz cu P#) leagă punctele p, q și nu are puncte în comun cu ab Trecem la cazul când ab A KQ este format din mai mult de un punct (Fig ) TEOREMA IORDANIEI [cap P Se notează cu I==((C) un interval adiacent mulțimii ab П / PPi este diferită de (o ? adică de valoarea aceleiași funcții pe A , de unde rezultă că niciun punct pp nu este un punct al lui A Cu alte cuvinte, linia întreruptă ppn nu se intersectează cu arcul Ap și nu se intersectează cu A Aceasta înseamnă că nu se intersectează nici cu Φ TEOREMA IORDANIEI [CH P este legat de $ prin segmentul p^ culcat pe (asb) Linia întreruptă ppx U pxs conectează p cu $ în /? \Φ, ceea ce demonstrează lema : Cazul w(s, Φ) = ; mulţimea Γ = /? \φ este formată din cel puţin două componente Să trasăm o dreaptă D care nu intersectează Ф, astfel încât Ф să se afle într-unul dintre cele două semiplane în care planul ? este împărțit la dreapta D\ în acel semiplan care nu conține puncte ale curba Ф, alegeți punctul Punctul rămâne același pe tot parcursul acestui articol (Fig ) Bazat pe [ : ] avem ( : ) conturul triunghiului a§bQs orientat pe direcţia a^b^s Atunci prin teorema [ : ] avem și ( Dacă punctul x alunecă de-a lungul razei sq până la infinit, atunci mai devreme sau mai târziu se termină și apoi rămâne pentru totdeauna c" (x, φi) = , —> pentru punctele acestui segment; întrucât w(q, φ ) = zt , atunci și oo(q, φ ) = ± Din moment ce qt £ Ap, atunci ( : ) o) ==tb În special, dacă q' este ultimul punct al razei sq situat pe Ap, atunci ( : ) w(t, f ) = ± De aici și din faptul că ω(x, Φ ) = pentru toate punctele razei sq suficient de departe de curba Φ, rezultă că, mergând de-a lungul acestei raze de la punctul q[ până la infinit, vom întâlni cu siguranță curba Φ și, în consecință, arcul A Fie q primul punct al razei sq situat dincolo de punctul q^ și aparținând arcului A Deoarece q^ este ultimul punct A pe raza sq, atunci ω(x, φ) este constantă pe tot parcursul *) Aceasta va dovedi [ : ] Dacă primul arc întâlnit de raza sq ar fi arcul A , atunci ar fi = O, = zfcL TEOREMA IORDANIEI [cap II a razei sq de la punctul q[ la infinit, iar valoarea constantă a funcției co(x, Ф ) = Deoarece q £ A , din ultima egalitate rezultă că ( : ) ( : ) și ( : ) conțin afirmația ( : ), deci [ : ] este dovedit Cometariu Deoarece w(l:, φ ) = pentru toate punctele x ale razei sq situate dincolo de punctul q', avem, în special, pentru un punct arbitrar y al acestei raze situat între q^ și q^, ( : ) " * , Фі) \u d Să demonstrăm acum că curba Φ împarte planul Y? în cel puţin două componente Deoarece în toate punctele /?(: A? \ ) suficient de departe de curba Φ avem w(p, Φ) - , atunci, pe baza teoremei [ : ], este suficient să găsim câteva punctul p £ /? \Φ pentru care oj (p, Φ) (* і , Ф) = ± , Q E D Deducem din [ : ] și [ : ] următoarea propoziție: [ : ] Orice punct p e R \^> care satisface condiția ( : ) ^' ) I=-°» trebuie să aibă loc, astfel încât [ : ] să decurgă din [ : ] Deoarece pentru toate punctele χ ale dreptei întrerupte sp cu γ \Φ funcția o(x, Φ) păstrează o valoare constantă, mulțimea tuturor punctelor care îndeplinesc condiția ( : ) este conectată; în plus, este evident deschis, ceea ce înseamnă că este regiunea r c/? \Φ În continuare rezultă din [ : ] că domeniul Go este una dintre componentele mulțimii /? \Φ : Sfârșitul demonstrației teoremei lui Jordan Deci am dovedit: [ : ] Numărul de componente ale mulțimii /? \Ф este de cel puțin două, iar mulțimea de puncte p £ /? \Ф pentru care ( : ) K Această afirmație rezultă în mod evident din: [ : ] Fie T un triunghi (în planul /? ), fie f închiderea triunghiului T în Y? și p G T\T Nu există nicio mulțime Γ care să fie homeomorfă avion și îndeplinind condiția rSGSG Într-adevăr, să existe o astfel de mulțime Γ Atunci Γ și /? sunt, respectiv, în condițiile mulțimilor A și B ale teoremei [ : ], prin urmare Γ este deschis în /? și p este un punct interior al lui Γ, deci, cu atât mai mult, un punctul interior al lui T în raport cu /? , care, evident, nu Contradicția obținută dovedește afirmația [ : ] Din faptul că fiecare element unidimensional al triangulației K nu este adiacent mai puțin de două triunghiuri, rezultă cu ușurință că în steaua O^e se poate găsi o succesiune ordonată ciclic de triunghiuri, fiecare dintre ele două elemente învecinate având o latură comună de forma i e {\ Aceste triunghiuri și numai laturile menționate formează un subcomplex O’ al complexului și trebuie doar să demonstrăm că O’ = Ox Pentru a face acest lucru, luăm o vecinătate Γ a punctului e față de Φ care este homeomorfă cu planul R Sa punem r = p(e, f\r) > și notăm cu d cel mai mare număr care este diametrul oricărui element al complexului O' Să luăm un număr pozitiv d ' a tradus complexul O' în complexul O"\ satisfăcând condiția e^O"șz\' (vezi Fig , care arată complexul O', intersecția elementelor sale cu Г și complexul O") Este ușor de observat că corpurile ambelor complexe O' și O" sunt homeomorfe la interiorul cercului și, prin urmare, sunt homeomorfe la plan Prin urmare, mulțimile O" și G sunt în condițiile mulțimilor D și C al teoremei [ : ] SUPRAFEȚE [cap III O" trebuie să fie deschis în Γ Dar dacă există un element T în O^e care nu aparține lui O', atunci acest element nu intersectează O', cu atât mai puțin O"; pe de altă parte, e este un punct limită al lui T și, în consecință, nu poate fi un punct interior O față de Γ Contradicția rezultată dovedește identitatea O' = ^ Condiția este suficientă Conexiunea triangulației K implică conexiunea corpului său; Ne așteptăm ca din ciclicitatea tuturor stelelor %e să rezulte că fiecare punct p £ Φ aparține unei submulțimi deschise a poliedrului Φ care este homeomorf planului sau, ceea ce este același, interiorului cercului În primul rând, %e, prin însăși definiția sa, este un subcomplex deschis al complexului K, iar subcomplexul suplimentar IC\Oke este un subcomplex închis al complexului K Prin urmare, corpul complexului /C\Oke, fiind un poliedru, este închis în Φ = /C, iar %e este deschis în F Dar mulțimea Oge este evident homeomorfă la interiorul cercului Acum să fie p un punct al lui Φ și T să fie singurul element al triangulației K care conține punctul p Să notăm un vârf al lui T cu e [ : ] Două și doar două triunghiuri ale acestei triunghiuri se învecinează cu orice element unidimensional T al triunghiului K a suprafeței închise Φ Într-adevăr, dacă e este un vârf al segmentului T , atunci toate triunghiurile triunghiulare adiacente lui T sunt elemente ale stelei ciclice %e; deci cum e ok? sunt exact două triunghiuri cu fundalul st T , atunci se demonstrează [ : ] : Suprafețe tivite Pe parcursul acestui capitol, o suprafață este înțeleasă ca fiind o mulțime compactă conexă Φ care este homeomorfă la un poliedru și are următoarea proprietate Toate punctele Φ se împart în două clase: puncte interioare având vecinătăți care sunt homeomorfe cu planul și puncte de margine; pentru eum, un punct ρ e Φ se numește punct de limită dacă o parte din vecinătatea lui poate fi mapată topologic pe conexiunea triunghiului Γ și a uneia dintre laturile sale T în așa fel încât, sub această mapare, punctul p trece în un punct al segmentului deschis T Setul tuturor punctelor de margine ale unei suprafețe se numește marginea suprafeței Dacă nu este goală, suprafața se numește suprafață cu muchie; in caz contrar suprafata este inchisa in sensul articolului anterior În conformitate cu observația din articolul precedent, vom presupune întotdeauna în cele ce urmează că suprafețele pe care le considerăm sunt ele însele poliedre Din [ : ] urmează: [ : ] Împărțirea punctelor de suprafață în puncte interne și de margine este într-adevăr o împărțire în două clase care nu se intersectează: punctele de margine ale unei suprafețe sunt caracterizate între toate punctele § ] SUPRAFEȚELE ȘI TRIANGULILE LOR suprafețele prin faptul că nu au vecinătăți, sunt homeomorfe pentru avioane; într-o mapare topologică a unei suprafețe pe alta, punctele interioare merg la punctele interioare și punctele de margine la punctele de margine Din însăși definiția punctelor de margine rezultă că fiecare punct de margine al unei suprafețe este, în raport cu marginea suprafeței, un punct interior al unui arc simplu format din doar puncte de margine Pe de altă parte, pentru orice alegere a triangulației K a suprafeței Φ, toate punctele de margine ale lui Φ sunt situate pe elementele unidimensionale și zero-dimensionale ale acestei triangulații; din aceste două împrejurări rezultă că marginea suprafeţei este o curbă elementară, lipsită de puncte singulare şi, în consecinţă, reprezentând o legătură a mai multor drepte simple închise care nu au puncte comune perechi Aceste linii închise simple care sunt componente ale marginii unei suprafețe se numesc contururi ale acelei suprafețe Fie p un punct limită al suprafeței Φ; Să luăm niște triangulații la această suprafață Punctul p fie se află pe un segment T al acestei triangulații, fie este vârful său În primul caz, în virtutea [ : ], doar un triunghi de triunghi D se învecinează cu T și toate punctele lui T sunt limită În cel de-al doilea caz, p este vârful triangulației K, care este capătul comun a două și numai două segmente pex și pes ale triangulației D situate pe marginea suprafeței Φ, fiecare dintre ele învecinată cu un triunghi Deoarece toate celelalte elemente ale stelei Ogp, cu excepția punctului p și a segmentelor pe și pes, constau din puncte interioare ale suprafeței, atunci orice segment de forma pe£ este adiacent cu două triunghi de triunghi D Din aceasta rezultă cu ușurință că întreaga stea este o stea semiciclică În schimb, dacă steaua unui vârf e al triangulației D este o stea semiciclică, atunci punctul e este un punct limită Asa de: [ : ] Fie K o triangulație a suprafeței Φ Pentru ca un tuplu p să fie graniță, este necesar și suficient ca acesta să îndeplinească una dintre următoarele două condiții a) p se află pe un segment al triangulației K, care este o latură a unui singur triunghi al acestei triunghiuri; b) p este vârful stelei semiciclice a triangulației D Acele elemente (muchii și vârfuri) ale triangulației D care se află pe marginea suprafeței Ф sunt numite elemente de limită ale acestei triangulații, elementele rămase ale triangulației sunt numite interne Muchia suprafeței Ф este legătura dintre elementele de margine ale oricărei triangulații date a acestei suprafețe [ : ] Triangularea oricărei suprafețe este un complex puternic conectat Într-adevăr, fie T[ și T S două triunghiuri ale triunghiului D; să nu fie legate printr-un lanț de triunghiuri ( : ) „TJ, SUPRAFEȚE [cap III deci T și au o latură comună Se notează cu Kv subcomplexul complexului K, format din triunghiuri care pot fi conectate cu T[ prin astfel de lanțuri, și din laturile și vârfurile acestor triunghiuri; notăm cu /C subcomplexul complexului /C, care este format din toate muchiile și vârfurile neincluse în triunghiuri Dar, prin însăși definiția lor, au o intersecție goală Pe de altă parte, datorită conexiunii puternice dintre stelele ciclice și semiciclice, steaua fiecărui vârf al complexului Kx (față de K) aparține în întregime lui Kv, iar steaua fiecărui vârf al complexului (față de K) ) aparține în întregime lui K, astfel încât Kr și /C sunt reciproc complementare, deschise și, prin urmare, subcomplexe nevide închise ale lui /C; dar aceasta contrazice conectivitatea complexului Naiba Naiba ; Diviziunile triangulațiilor Uneori este necesar să se treacă de la o triangulație de suprafață dată la o triangulație mai mică* care este o subdiviziune a celei originale Vom lua în considerare doar următoarele cazuri de subdiviziuni: O subdiviziune elementară a triangulației de suprafață față de un element unidimensional dat T al acestei triunghiuri: constă în faptul că Г este împărțit în două segmente, iar fiecare dintre triunghiurile adiacente acestuia este împărțit în două triunghiuri, ca naiba ; toate celelalte elemente de triangulare rămân neschimbate După ce am efectuat o subdiviziune elementară cu privire la toate elementele unidimensionale ale triangulației dinth, obținem așa-numita subdiviziune baricentrică a triangulației, a cărei structură este clară din linii (subdiviziunea baricentrică a unui triunghi este formată din șase triunghiuri în care triunghiul dat este împărțit la cele trei mediane ale sale) [ : ] Orice subdiviziune a unei triangulații date care rezultă dintr-un număr finit de subdiviziuni elementare este numită proprie Nu va trebui să luăm în considerare alte subdiviziuni decât cele corecte din acest capitol Subdiviziunea baricentrică este ușor de arătat a fi corectă TĂIERE ȘI LIPIREA §S] : Complexe de bază Scheletul unui triunghi este mulțimea formată din cele trei vârfuri ale sale; scheletul unui segment este mulțimea formată din cele două vârfuri ale sale; scheletul unui vârf este vârful însuși Toate elementele unei triangulații date au corespondență unu-la-unu cu scheletele lor, iar un element al triangulației K este subordonat altuia dacă și numai dacă scheletul unuia dintre aceste elemente este o submulțime propriu-zisă a scheletului celuilalt Prin urmare, studiul unei triangulații date poate fi înlocuit cu succes de studiul setului de schelete ale tuturor elementelor acestei triangulații sau, după cum se spune, complexul de schelete ale unei triangulații În legătură cu aceasta, introdu următoarele: Definiție [ : ] Să fie dată o mulțime finită E, ale cărei elemente sunt numite în mod convențional vârfuri Să fie selectate în E niște submulțimi, numite schelete, formate din unul, două sau trei elemente (vârfurile) Numărul de vârfuri care formează acest schelet, redus cu , se numește numărul dimensiunilor sale Un set de schelete va fi numit complex de schelete în acest capitol dacă îndeplinește următoarele condiții: a) Orice subset nevid al unui spanning tree este un spanning tree b) Orice mulțime formată dintr-un vârf este un schelet Cel mai mare număr ( , sau ) care este numărul de dimensiuni un element al unui complex dat de nuclee se numește numărul de dimensiuni ale acestui complex Cometariu Conceptul de complex central va fi generalizat în Capitolul pentru cazul oricărui număr de dimensiuni Definiție [ : ] Eu numesc două complexe de schelete K și K' izomorfe între ele dacă există o mapare unu-la-unu a mulțimii tuturor nodurilor unui complex pe mulțimea tuturor vârfurilor altui complex, sub care corespund scheletele ambelor complexe unul altuia Complexul de schelet K și triangulația K’ se numesc izomorfe, zerourile K și complexul de schelete ale triangulației K sunt izomorfe între ele Se spune că două triangulații sunt izomorfe între ele dacă complexele lor centrale sunt izomorfe Există următoarea teoremă importantă, a cărei demonstrație va fi dată în capitolul , art nouăsprezece [ : ] Fiecare complex central bidimensional este izomorf cu o anumită triangulație în Rb, § Tăieri şi lipiri : ” Identificarea elementelor din complexele de bază Să fie dat un complex de axe K Mulțimea E a tuturor vârfurilor complexului K este împărțită în submulțimi disjunse pe perechi—„clase” £p ,E^; la fiecare clasa E' hai să potrivim câteva SUPRAFEȚE [cap III "noul vârf" suntem de acord că o pereche sau un triplu de vârfuri formează un schelet dacă și numai dacă în clasele corespunzătoare E' poate fi ales peste un vârf în așa fel încât vârfurile ei alese astfel să formeze scheletul complexului /C Miezurile astfel definite formează complexul de miez K'; se spune ca complexul K' se obtine din complexul K prin identificarea (identificarea) anumitor varfuri ale complexului K} fiecare varf e al complexului K' se obtine prin identificarea intre ele a tuturor varfurilor complexului K care apartin la clasa Acum să fie K o triangulație; fie K\ complexul schelet rezultat din identificarea unor vârfuri ale complexului schelet al triangulației K Luați o triangulație K’ izomorfă la complex (asemenea triangulații există în virtutea teoremei [ : ]) Se spune că triangulația / eu> euî> £"=ie > isb ^ ~ {e > e I> ^ — (eQ' e J' ^ — Ieio> eloi' Această identificare — lipirea laturii direcționate (eT), e ) a dreptunghiului cu latura direcționată (e , en) și (e~, es) cu (e , en~) — transformă triangulația dată a dreptunghiului în o triangulare a torusului Următoarea identificare diferă de cea anterioară doar prin aceea de acum ^ === {e^ ^ ~{e ' ^ / adică (£ , e ) ca înainte este lipit de (e , en), dar (r , es) este acum lipit de (en, e ) Drept urmare, pentru prima dată în prezentarea noastră, se obține o triangulație care nu se potrivește în spațiul tridimensional, și anume, triangularea așa-numitei suprafețe Klein (sau „sticlă”), prezentată în Fig , b Să punem acum (Fig ) Еі= ^ ~ !e > e ' ^ ~ I еѲ' e І > ^ ~ {eu> eiv' (astfel încât latura (r , t ) să fie lipită de lateral (en, r ), (re, este lipită de (e , t] ), (r , en) de (e , e~) ) Această identificare mapează triangulația dată a dreptunghiului într-o anumită triangulație a planului proiectiv Pentru a verifica acest lucru, mapăm dreptunghiul nostru topologic pe emisfera superioară a sferei x -j-y -j~ r = , astfel încât imaginile punctelor eb, e , , ^ib să împartă ecuatorul în arce egale Atunci identificarea noastră poate fi interpretată ca lipirea fiecărui două puncte diametral opuse ale ecuatorului Dar astfel, după cum știm din capitolul , art : , punctul , emisfera se transformă într-un spațiu topologic homeomorf cu planul proiectiv § ] TĂIERE ȘI LIPIREA ^Notă Stelele tuturor vârfurilor triangulației planului proiectiv pe care tocmai l-am obținut sunt în mod evident stele ciclice Aceasta înseamnă că planul proiectiv este o suprafață închisă : Tăiați linii și jumătăți de stele ale vârfurilor lor * *) Fie Φ - K o suprafață dată într-o anumită triangulație K Ca linie de tăiere, vom lua în considerare în această secțiune linii poligonale simple A, compuse din elemente de triangulație K și care îndeplinesc una dintre următoarele condiții: A este o linie întreruptă închisă, ale cărei elemente sunt elemente interioare ale triangulației K (adică nu se află la limita suprafeței Ф) Acesta este cazul intern secţiuni închise (Fig ) Și există o linie poligonală simplă neînchisă, toate / \ UrK elemente ale cărei elemente interne / K, cu excepția ambelor capete ale acestei linii întrerupte, care se află pe marginea suprafeței (cazul y / secțiunea transversală, Fig ) A este o linie întreruptă simplă neînchisă, I\ / care conține cel puțin două legături, una dintre -/XI / ale căror capete, probabil, se află pe marginea suprafeței; niciunul dintre celelalte elemente V ***^ nu se află pe margine (cazul unei incizii, Fig ) Să considerăm o stea centrul Iadului care este unul dintre vârfurile liniei de tăiere A; în cazul unei incizii, se mai presupune că vârful e este diferit de capătul interior al liniei de incizie (Fig ) În aceste ipoteze, mulțimea tuturor elementelor stelei O^e care nu aparțin lui A este un compus din două complexe conectate care nu se intersectează, două „semi-stele ale vârfului e”; dacă *) Acest articol se referă numai la liniile tăiate; vremurile în sine nu s-au făcut încă reduceri; operatia inciziei va fi definita numai in art : Prin urmare, dublarea segmentelor din desenele din art : ar trebui ignorat de cititor; această dublare are sens numai în art : SUPRAFEȚE (cap w una dintre aceste jumătăţi de stele se notează cu Oe+, apoi o vom nota pe cealaltă cu Oe~ (Fig ) Usor de vazut: [ : ] Dacă e și e' sunt două vârfuri adiacente ale liniei întrerupte A, atunci fiecare dintre cele două jumătăți de stele ale vârfului e intersectează una și doar o jumătate de stea a vârfului e' (intersecția constă dintr-un triunghi adiacent partea lui e') Să remarcăm și: Dacă A este o linie de incizie, e este capătul său interior, e' este vârful său adiacent lui e, atunci O^e se intersectează cu fiecare dintre jumătăți de stele ale vârfului e' de-a lungul unuia dintre cele două triunghiuri adiacente laturii sale (Fig ) Asta implică: [ : ] Dacă et e este o linie tăiată, unul dintre capete, lăsați-l să se așeze pe marginea suprafeței, atunci semistelele vârfurilor și steaua vârfului es formează un lanț *) Oe l, OKes, Og i, , OeȚ- Dacă ambele capete et și es ale liniei tăiate sunt interne, atunci stelele și ke , împreună cu semistelele ale vârfurilor rămase, formează un lanț închis Okei Oeț, , Oet-i, OKes, OeȚ, OKeȚ Din [ : ], la rândul său, urmează: [ : ] Îndepărtând din triangulația K toate elementele unei anumite linii de incizie, obținem un subcomplex deschis puternic conectat al complexului K *) Un lanț (respectiv, un lanț închis) de subcomplexe ale unui complex dat este aici și peste tot în acest capitol înțeles în sensul definiției [ : ] din Capitolul § ] TĂIERE ȘI LIPIREA De fapt, orice lanț de triunghiuri care leagă oricare două triunghiuri *) Γ și Γ, triunghiul K, poate fi întotdeauna înlocuit cu un lanț de triunghiuri care leagă \ și Tt, ocolind linia de tăiere (Fig ) Fie acum D = ex ee Naiba există o secțiune transversală Dintre cele două jumătăți de stele ale vârfului ex, luăm una de un fel, pe care o notăm cu Oe^ Se intersectează cu o semistea bine definită a vârfului e , pe care o notăm cu Ge+; la rândul său, Oe+ se intersectează cu o jumătate de stea bine definită a vârfului e , pe care o notăm cu Oe+ etc Astfel, obținem un lanț de semistele ( : +) Oe+ , Oe+ În mod similar, pornind de la Oev cu jumătate de stea obținem un lanț de semistele ( : -) OeȚ, , Oe~ Asa de, [ : ] Semistelele vârfurilor secțiunii transversale formează două lanțuri ( : +) și ( : -) Din [ : ] derivăm: [ : ] Îndepărtând liniile transversale din triangulația K, obținem un subcomplex deschis al complexului K, care fie el însuși este puternic conectat, fie este un compus din două complexe disjunctive puternic conectate În plus, dacă capetele unei secțiuni transversale date A se află pe două contururi diferite, atunci după îndepărtarea lui A, rămâne întotdeauna toate elementele unora complex puternic conectat Pentru a demonstra prima afirmație, este suficient să aflăm că orice triunghi \ £ K poate fi asociat unui triunghi inclus într-una dintre semistele ( : +) sau ( : -) printr-un lanț de triunghiuri succesiv alăturate între ele pe laturi neincluse la A Pentru dovadă, să luăm triunghiul Th, inclus, de exemplu, într-una dintre semistele ( : +) Să conectăm triunghiurile \ și \ din triunghiul K printr-un lanț de triunghiuri Dacă la fiecare două *) Printr-un lanț de triunghiuri dintr-un complex M' dat, care leagă două triunghiuri și se înțelege întotdeauna a fi o astfel de succesiune de triunghiuri Tb , ^ a complexului K, acea latură comună aparținând lui K- Alexandrov P S SUPRAFEȚE [cap III triunghiurile succesive ale acestui lanț sunt adiacente unul altuia de-a lungul laturii care nu aparține lui A, atunci scopul nostru este atins; în caz contrar, fie \, Ti¥ prima pereche de triunghiuri din lanțul nostru alăturate pe latura aparținând lui A Apoi aparține uneia dintre semistele ( : +) sau ( : ) și lanțul \, , Тi este cel necesar Trecem acum la a doua afirmație a teoremei [ : ] Dacă scoatem din triangulația K toate elementele secțiunii transversale A ale căror capete aparțin unor contururi diferite m: și m ale suprafeței /C, atunci obținem un complex puternic legat Dovada acestei afirmații se obține la fel de ușor și prin aceleași metode ca și teoremele anterioare de acest fel; trebuie doar să facem următoarea remarcă de la sine înțeleasă În aceste condiții, toate semistelele vârfurilor secțiunii transversale A = , este împreună cu vedetele Oke din toate celelalte decât vârfurile ex și es ale poligoanelor și mc formează un lanț închis (Fig ) Să, în sfârșit, A \u d bі eve există o linie de tăiere interioară închisă Să luăm una dintre cele două jumătăți de stele ale vârfului e și să o notăm cu Oe+; singurul semistea al vârfului e care se intersectează cu acesta este notat cu Oef; singura jumătate de stea a unui vârf care se intersectează cu Oef se notează cu Oe~% etc Astfel, ajungem la vârful es și obținem un lanț de semistele ( : ) Vet- Deoarece vârfurile es și er sunt învecinate, semisteaua Oe^' se intersectează cu o jumătate de stea bine definită și unică a vârfului, astfel încât sunt posibile două cazuri: Jumătate de stea Oe^ se intersectează cu jumătate de stea Oe^ Semisteaua Oe^ se intersectează cu semisteaua Oe^ diferită de Oe^ • În cazul , circuitul ( : ) este un circuit închis; în acest caz, pornind de la semistea OeȚ și argumentând la fel ca înainte, obținem al doilea lanț închis de semistele OeȚ, , OeȚ, OeȚ și apelați linia întreruptă A linia unei secțiuni închise cu două maluri (vezi Fig , a sau Fig ) În cazul avem un circuit deschis Oet, OeȚ; tăieturi și lipire S semisteaua Oe^ se intersectează cu semisteaua bine definită și unică a vârfului e , care este diferită de Oet (deoarece Oet se intersectează cu Oet) și, prin urmare, este OeȚ; la fel, pelustarul OeȚ se intersectează cu OeȚ și nu se intersectează cu Oet* Continuând acest raționament, ne continuăm lanțul de semistele până la lanț Oet, Oet , Oet, OeȚ, , Oes Semisteaua OeȚ se intersectează cu una dintre cele două semistele ale vârfului ex și, în același timp, nu se intersectează cu semisteaua OeȚ (deoarece OeȚ se intersectează cu ^), ceea ce înseamnă că se intersectează cu Oet- So, în cazul , toate semistelele sunt situate într-un lanț închis ( : ) Oet, , Oet, OeȚ, , OeȚ, Oet În cazul , linia întreruptă se numește linia unei tăieturi închise cu un singur mal (vezi Fig #, a; vorbim despre „linia de mijloc” a benzii Möbius, care poate fi văzută în iad #; aceasta este linia sssss desenată cu linii duble) Modificând ușor dovezile pentru [ : ] și [ : ], obținem: [ : ] Îndepărtând linia unei tăieturi închise cu un singur mal din triangulația K, obținem un subcomplex deschis puternic conectat al complexului K [ : ] Îndepărtând din triangulația K linia unei tăieturi închise cu două maluri, obținem fie un subcomplex deschis puternic conectat al complexului K, fie o conexiune a două subcomplexuri deschise K neintersectate puternic conectate Pe cel înfățișat în iad În triangularea planului proiectiv (segmentele și vârfurile cu același nume sunt lipite împreună), o linie întreruptă închisă este o linie a unei tăieturi cu un singur mal Două semistelele vârfului ex sunt notate respectiv prin semnele și — : operația de tăiere După aceste definiții, considerații și exemple, putem trece în sfârșit de la linia de tăiere la descrierea operației de tăiere în sine Această operație constă în trecerea sau r a triangulației date K la o nouă triangulație / ^ ' ^ " • • • > ^ ' ^ ' ^ * Vârfurile cg și c'v sunt supuse lipirii pentru orice i După această lipire, linia noastră poligonală închisă trece într-o rangă simplă cu capete ax si a'v Lipirea de acest tip este operatia inversa de incizie Al doilea tip de etanșare cu o gaură Să fie dat conturul la a a?j ca a'± a a la fel de (vezi Fig b, unde a^e'^, a^e'^, a = e' +, a^e'^, a' ^e' , a ~e' ~ sau diavol ) Vârfurile a, și a'r sunt din nou supuse lipirii Lipirea de acest tip pe suprafață distruge o tăietură cu un singur mal Aplicând lipirea celui de-al doilea tip pe unul dintre cele două contururi ale unui inel circular plat sau (care este același) pe una dintre cele două baze ale suprafeței laterale a cilindrului, obținem banda Möbius (Fig ) Dovada constă în esență în inversarea raționamentului făcut despre trăsături Pentru durere SUPRAFEȚE [CH III Din motive de claritate, efectuăm lipirea menționată cu o altă triangulare a inelului plat (Legătura de sine aici și peste tot în acest capitol inteles asa cum este definit la art Operație combinatorie : pe o triangulație dată, deși aleasă în mod arbitrar ) Este necesar să se facă lipirea indicată în Fig a (elementele marcate cu aceleași litere cu aceleași numere sunt supuse lipirii, deși pot fi prevăzute cu alte semne care nu se potrivesc - linii, asteriscuri etc ) Să tăiem mai întâi figura de-a lungul liniilor pa și a'q (Fig b) Acum trebuie să lipiți toate elementele, notate cu aceleași litere și aceleași numere Rezultatul acestei lipiri nu va fi afectat de o rotire prealabilă a dreptunghiului a* a* q* p* cu ° în jurul dreptei*) r'/ Această tură îl transformă pe diavol b în iad a, care la rândul său, după unele din lipirile indicate pe ea, se transformă în iad b Lipirea rămasă, paq* cu p*a* transformă evident acest dreptunghi într-o bandă Möbius, ceea ce urma să fie demonstrat După aceea, următoarea propoziție capătă un sens clar *) Această întorsătură se referă numai la interpretarea vizual-geometrică a operației de lipire dată și nu are nicio legătură cu conținutul ei combinatoriu, care este complet determinat de ce elemente ale triangulației date urmează să fie lipite Această observație se aplică și altor cazuri similare (art : , : ), TĂIERE ȘI LIPIREA § ] [ : ] Al doilea tip de lipire a unei găuri cu marginea Γ tăiată într-o suprafață sferică (Fig *)) dă același rezultat ca și lipirea unei găuri puțin mai mari cu margine Γ' cu o bandă Möbius: banda inelară hașurată se întoarce după lipire conform celui de-al doilea tip la limita sa interioară a lui Γ într-o bandă Möbius cu limita Γ' Prin urmare, etanșarea unei găuri conform celui de-al doilea tip pe care îl vom numi Să luăm în considerare această operație mai detaliat în cazul în care există două găuri rotunde tăiate în sferă Lăsați marginile acestor găuri să fie închise linii întrerupte G = ah a ax, G' a\ ao'{ Cu lipirea descrisă, sunt posibile două cazuri Primul caz: mâner de primul fel Lăsați punctul a să descrie conturul G într-o direcție, de exemplu, în sens invers acelor de ceasornic, dacă priviți sfera din exterior Fie punctul a' al conturului Γ', care urmează să fie lipit cu punctul a, descrie Γ' în direcția opusă (adică în sensul acelor de ceasornic, dacă ! priviți sfera din exterior) În acest caz, spunem acel lipici *) În locul unei suprafețe sferice în desene, pentru comoditate, peste tot este dată o emisferă cu plan diametral, care topologic, evident, este același fund; literele din desen se referă la cel mai interior dintre cele trei cercuri SUPRAFEȚE [cap II Legătura conturului Γ cu conturul Γ' este o lipire de primul fel, sau că lipim un mâner de primul fel pe Γ și Γ (Fig ) Acum, când punctul a se mișcă de-a lungul conturului Γ într-o direcție (în sens invers acelor de ceasornic, dacă priviți sfera din exterior), punctul a' corespunzător punctului a descrie Γ în aceeași direcție (adică și în sens invers acelor de ceasornic) În acest caz spunem că există o lipire de al doilea fel, sau că un mâner de al doilea fel este lipit de r și r' (Fig ) § Orientabilitatea suprafetelor : Definiții Definiție [ : ] Un triunghi, împreună cu o anumită direcție de traversare a limitei sale, se numește triunghi orientat: fiecare dintre cele două direcții posibile de traversare a triunghiului se numește orientare a triunghiului Astfel, triunghiul y-——> ■—>■ Există două orientări ABC și BAC Dacă una dintre orientările triunghiului Г se notează cu / , atunci cealaltă se notează cu - / Fiecare orientare a unui triunghi dat generează o anumită direcție pe laturile acestui triunghi sau, după cum se spune, o anumită orientare a acestor sute ron: orientarea ABC generează pe laturile AB, AC, BC orientările AB, BC, CA (Fig ) Să presupunem că în triunghiul K a unei suprafețe sunt date două triunghiuri adiacente unul altuia, adică două triunghiuri cu o latură comună Să fie alese anumite orientări ale acestor triunghiuri Spunem că aceste orientări sunt aceleași sau opuse, în funcție de faptul că dau naștere la direcții opuse sau identice pe latura comună a ambelor triunghiuri —' >■ Deci, de exemplu, la naiba orientările lui ABC și ABD sunt opuse (deoarece generează aceeași direcție AB pe latura comună AB), în timp ce orientările lui ABC și BAD sunt aceleași (deoarece generează direcții opuse pe AB) Observația Această definiție presupune în esență că aceste triunghiuri sunt elemente ale aceleiași triunghiuri: în cazul descris în Fig (desen plat), nu se aplică definiția aceleiași orientări a două triunghiuri Definiție [ : ] Se spune că o triangulație K a unei suprafețe Φ este orientabilă dacă este posibil să se aleagă orientările tuturor triunghiurilor incluse în K în așa fel încât orientările oricăror două triunghiuri adiacente unul altuia să se dovedească a fi aceleași În caz contrar, se spune că triangulația / este neorientabilă § patru] ORIENTABILITATEA SUPRAFEȚELOR Definiție [ : ] Fie K o triangulație orientabilă Apoi, pentru toate triunghiurile TL , T* se poate alege , / P astfel de orientări A, , gr, că orientările oricăror două triunghiuri adiacente sunt aceleași Se numește mulțimea orientărilor , • • •, a tuturor triunghiurilor care îndeplinesc această condiție orientarea triangulației K Având în vedere o orientare a unui triunghi, A din D', atunci cerința ca orientările oricăror două triunghiuri adiacente unul altuia să fie identice determină mai întâi orientările tuturor triunghiurilor adiacente lui T| și apoi pas cu pas, datorită puternicului conexiunea triangulaţiei /C, defineşte şi orientează a tuturor triunghiurilor K în general Astfel, oricare ar fi triunghiul T*f inclus în triunghiul orientabil K și oricare ar fi orientarea fi a triunghiului T?, există o orientare unică a întregii triunghiuri K care conține orientarea dată a triunghiului K triunghiul T Prin urmare: [ : ] Fiecare triangulație orientabilă are două și doar două orientări Observația Definițiile [ : ] și [ : ], precum și teorema [ : ], sunt aplicabile nu numai triangulațiilor suprafețelor, ci și tuturor subcomplexelor deschise puternic conectate ale acestor triangulații, pt de exemplu, la stelele ciclice și semiciclice Fie Q o stea ciclică sau semiciclică Complexul Q este evident izomorf cu complexul Q' aflat în plan Orientând toate triunghiurile Qz, de exemplu, în sens invers acelor de ceasornic, obținem orientarea și, în consecință, orientarea lui Q Asa de: [ : ] Stelele ciclice și semiciclice sunt orientabile În acest caz, următoarea propoziție este valabilă (Fig ) [ : ] Fie Q o stea semiciclică a vârfului e; fie (e^) și (ees) segmentele de limită ale acestei stele (adică, segmente, fiecare dintre ele învecinată cu un singur triunghi, respectiv, SUPRAFEȚE [cap SH (etee ) și stele Q) Fiecare orientare Q generată dă pe segmente (ete) și (ees) direcții care sunt continuări ale UNEI altora (adică direcții (ete) și (ees) sau direcții (ee^ și (ese) Această propoziție este ușor de demonstrat, de exemplu, prin inducție completă asupra numărului de triunghiuri din Q În acest capitol acceptăm fără dovezi următorul fapt, care va fi demonstrat în capitolul (desigur, indiferent de rezultatele acestui capitol) [ : ] Căile K și Kr sunt triangulații arbitrare ale aceleiași suprafețe sau ale două suprafețe homeomorfe între ele; dacă una dintre aceste triangulații este orientabilă, atunci este și cealaltă Această teoremă se numește teorema invarianței orientabilității; face ca următoarea definiție naturală [ : ] O suprafață Φ se numește orientabilă dacă unele (și, prin urmare, oricare) dintre triangulațiile sale altfel suprafata se numeste n e- se numeste dezorien-daca sunt indeplinite urmatoarele iar \+ sunt adiacente orientabil În orientat Din [ : ] urmează: [ : ] Dacă o suprafață dată este orientabilă (neorientabilă), atunci fiecare suprafață homeomorfă la o suprafață dată are aceeași proprietate Definiție [ : ] Fie K o triangulație a suprafeței Φ Secvența de triunghiuri orientate a acestei triunghiuri Г , , T cu orientările Γ, , secvența de evaluare, care condiționează: Cu Z= , s- triunghiuri T* către un prieten și orientat în același mod; De asemenea, triunghiurile T* și T se învecinează, dar sunt orientate reciproc în sens opus Dacă K este o triangulație orientabilă, atunci nicio secvență dezorientatoare nu poate fi formată din triunghiuri orientate Într-adevăr, dacă z este acea orientare a lui K care este O conţine, după cum se vede, orientările / , , E sunt cuprinse şi în r; dar atunci orientarea z ar conține două triunghiuri adiacente orientate opus Г și Е § patru] ORIENTABILITATEA SUPRAFEȚELOR Naiba pentru a determina orientarea orientarea K si ii dam o oarecare orientare Dam tuturor triunghiurilor adiacente triunghiului ^ orientări identice cu orientarea orientarea deja aleasă a vecinului său Întrucât triangulația K este prin presupunere neorientabilă, atunci, continuând suficient de departe procesul descris, vom ajunge inevitabil la un astfel de triunghi Ti, care va primi două orientări opuse, în funcție de care dintre vecinii deja orientați ai triunghiului Tg vom primi utilizare T s în sine Cu alte cuvinte, se poate veni din m\ și u mergând succesiv de la un triunghi la cel adiacent acestuia, în două moduri •••> Tk \u d I '•••\u e Gg \u d I dese\ I- *) Este suficient să luăm o subdiviziune baricentrică dublă § ] ORDINEA DE CONECTIVITATE A UNEI SUPRAFEȚE Teorema lui Euler Să orientăm cumva jumătatea de stea Oe±', să se genereze această orientare pe, de exemplu, direcția (r^) Orientarea semistelei Oet determină, în special, orientarea triunghiului inclus în ambele semistele Oe+ și, în consecință, orientarea întregii Oet semi-stele Astfel, orientările tuturor semistelelor Oet, Oe^ există o direcție ^ ^ • • • esev La fiecare două triunghiuri Tr și Ti+i, /= , , , - se dovedesc apoi a fi orientate în același mod, în timp ce T\ = \e e a\ și Tr = I desex I sunt orientate în așa fel încât aceste orientări să genereze aceeași direcție pe eserul laturii comune a acestor triunghiuri, ceea ce înseamnă că triunghiurile T\ și Tr sunt orientate în sens invers lanț de triunghiuri T T p ' ' ' r La naiba cu orientarea de mai sus- formează o secvență dezorientatoare, astfel încât K este o triangulație neorientabilă În schimb, dacă K este o triangulație neorientabilă dată, atunci o subdiviziune regulată a triangulației K conține o triangulație a benzii Möbius și pe ea linia unei tăieturi cu un singur mal, Q E D § Ordinea conexiunii unei suprafeţe teorema lui Euler : Pe parcursul acestei secțiuni, K denotă triangulația unei suprafețe Φ [ : ] Se notează cu p , p ? p , respectiv, numărul de vârfuri, muchii și triunghiuri care sunt elemente ale unei triangulații date K a suprafeței Ф; număr X (Yu \u d Po - Pi "P se numește caracteristica Euler a triangulației În acest capitol acceptăm fără demonstrație următoarea teoremă, care va fi demonstrată în capitolul SUPRAFEȚE [cap II Teorema invarianței caracteristice lui Euler [ : ] Dacă K și Kr sunt triangulații ale aceleiași suprafețe sau a două suprafețe homeomorfe reciproc, atunci caracteristicile lui Euler ale acestor triangulații sunt egale Prin Teorema [ : ] este firesc să numim caracteristica Euler a unei suprafețe date caracteristica Euler a unei triangulații a acestei suprafețe Exercițiu Arătați (luând în considerare unele triangulații ale suprafețelor corespunzătoare) că caracteristica Euler a unei sfere și a unui plan proiectiv este egală cu și, respectiv, , iar caracteristica Euler a unui inel plat (cilindru), bandă Möbius, torus și suprafață Klein este egal cu zero Observația În acest capitol vom spune că un subcomplex L unidimensional închis al unei triangulații K nu desparte această triangulație dacă subcomplexul deschis / , , iar ^ este singurul element bidimensional al subcomplexului; în cele din urmă, K?i = este un complex unidimensional SUPRAFETE SIMPLE Secțiunea Să demonstrăm că toate complexele Ki sunt conectate Pentru = K, aceasta este adevărată prin presupunere Presupunând că /Q este conex, demonstrăm că complexul Лі+ ==ЛІ\ + \ este de asemenea conex Este suficient să dovedim că oricare două vârfuri a, b ale acestui complex pot fi legate în el printr-o linie întreruptă Luați o linie întreruptă ab care leagă vârfurile a și b în Kț Dacă această linie întreruptă nu este conținută în, atunci aceasta înseamnă că una dintre verigile sale este latura T\ a triunghiului Dacă demonstrăm că celelalte două laturi ^ și triunghiul sunt conținute în /Q+ , atunci va fi posibil să înlocuiți legătura i din linia întreruptă ab cu o linie întreruptă în două schimburi constând din și și totul va fi gata Dar latura * (sau Ts) nu poate intra /Q+i" doar dacă este o latură a unui triunghi Tx cu A , nu se află pe A Astfel, linia întreruptă A' este un compus din două linii întrerupte simple, neînchise, care au doar puncte finale comune , și, prin urmare, se dovedește a fi o simplă linie întreruptă închisă Rămâne de demonstrat că linia întreruptă D' nu desparte triangulația K' Această afirmație, la rândul ei, decurge ușor din cele ce urmează În triunghiul K' există două triunghiuri alăturate de-a lungul unei margini comune situate pe At, care pot fi conectate printr-un lanț de triunghiuri, ocolind M' Pentru a demonstra această ultimă afirmație, considerăm un lanț de triunghiuri Γ/, T din triunghiul A care leagă triunghiuri și T I adiacent muchiei |e/|, ocolind D Acest lanț include cel puțin un triunghi cu o latură pe Ap și un vârf pe Lo; într-adevăr, un astfel de triunghi este unul - și numai unul - dintre triunghiurile T/ și T *r, să presupunem că T/ Fie Tk ultimul triunghi din lanț care are proprietatea indicată (în mod evident, atunci, așa cum este ușor de observat, Tk și ^ - au o muchie comună situată pe Dn și pot fi conectate între ele printr-un lanț de triunghiuri, ocolind D' nouă* SUPRAFAŢĂ [cap SH : Definiţia simple triangulations Invarianță în subdiviziuni adecvate Definiție [ : ] O triangulare a unei suprafețe Φ se numește simplă dacă orice tăietură închisă o desparte Un exemplu de triangulare non-simplu este triangularea unei suprafețe Möbius sau a unui tor Se poate arăta: Dacă triangularea unei suprafețe date Φ este simplă, atunci orice triangulare a oricărei suprafețe homeomorfe la Φ este de asemenea simplă Cu toate acestea, avem nevoie doar de următorul fapt: [ : ] Triangulația, care este o subdiviziune adecvată a triangulației simple, este simplă Dovada Este suficient să deducem din existența unei tăieturi neseparatoare în subdiviziunea elementară K' a triunghiului țiunea K, existența unei tăieturi nedivizoare în K Fie K' o subdiviziune elementară față de latura interioară *) ] ac I cu triunghiuri alăturate ]abcl și I adc |; notăm un nou vârf pe \ac\ cu e Dacă există o tăietură nedivizoare A în K' care nu este o astfel de tăietură în K, atunci acesta conține cel puțin unul dintre segmentele \be |, | ed( Dacă L conține doar unul dintre aceste segmente și merge, de exemplu, în ceea ce privește bec, atunci, înlocuind linia poligonală bec din A cu segmentul ] bc I, obținem o tăietură neseparatoare în K Fie că A le conține pe ambele și \ed\ Luați în considerare două cazuri: ° Fie unul dintre punctele a și c, să zicem c, să aparțină fie lui A, fie conturului Γ al suprafeței care conține cel puțin un vârf al tăieturii Γ Triunghiul fadei poate fi legat, ocolind tăietura A, de unul dintre triunghiuri fbecf, | dec | un lant care nu contine al doilea dintre ele Dacă sunt conectate sunt | ade | și | bec |, apoi segmentul | bc |, partea de contur Γ până la primul vârf A, iar apoi partea A care nu conține deh, formează o tăietură nedivizoare* **) a vechii triangulații ° Fie că nici a, nici c nu aparțin lui A și: fie unul dintre punctele a, c, de exemplu c, este intern, fie nu există puncte de pe conturul Γ care să conțină acest punct care să aparțină lui A; apoi, înlocuind patul de segment din A cu linia întreruptă bcd, obținem din nou o tăietură nedivizabilă pe K [ : ] Orice triangulație /(Q) care este un subcomplex al unei triangulații simple K este simplă Într-adevăr, fiecare linie a unei tăieturi închise A pe /Co este o linie a unei tăieturi închise pe K Fie T± și două triunghiuri Kq cu o latură comună inclusă în A Deoarece nu pot fi *) În cazul laturii marginii bd, următoarele argumente sunt doar simplificate ** În ipoteza noastră, latura \bc] se dovedește a fi în mod necesar internă SUPRAFETE SIMPLE § ] fir în K printr-un lanț de triunghiuri care nu se intersectează cu A, cu atât mai mult cu atât ele nu pot fi conectate printr-un astfel de lanț în K , ceea ce se cerea a fi demonstrat : Leme elementare În cele ce urmează, vom avea nevoie de următoarele propoziții, a căror dovadă este lăsată cititorului Lema [ : ] Dacă există o mapare topologică a cercului al cercului Q pe cercul S' al cercului Q', atunci această mapare poate fi extinsă la întregul cerc (adică, găsiți o mapare topologică a cercului Q pe cercul Q ' astfel încât corespondența punctelor cercului să rămână aceeași) Instruire Aplicați sistemul de coordonate polare Lema [ : ] Dacă se oferă o mapare topologică a unui arc ab al cercului al cercului Q pe diametrul cd al semicercului, atunci aceasta poate fi extinsă astfel încât întregul cerc Q să fie mapat topologic pe întregul semicerc Q }, iar circumferința cercului este mapată pe marginea semicercului Cometariu Numim cerc topologic orice mulțime compactă Q care este imaginea topologică a cercului obișnuit Qq În capitolul se va demonstra că pentru orice mapare topologică a discului Qo pe Q, circumferința discului Qo este mapată pe aceeași linie închisă simplă Q, care se numește cercul topologic al discului topologic Q Dacă acceptăm această afirmație, atunci lemele [ : ] și [ : ] rămân în mod evident adevărate dacă în ele prin Q și S înțelegem un cerc topologic și cercul său topologic : Clasificarea suprafetelor simple O suprafață se numește simplă dacă are cel puțin o triangulație simplă Teorema [ : ] Orice suprafață simplă a cărei margine constă dintr-un singur contur este mapată topologic pe un cerc Dovada Ca întotdeauna, notăm cu p numărul de triunghiuri ale unei triunghiuri (simple) /C a suprafeței Φ Teorema este evident adevărată pentru p = Presupunând că teorema lui [ : ] este adevărată pentru p ^u, o demonstrăm pentru p = /r-|~ Printre triunghiurile triunghiului K sunt cele adiacente graniței suprafeței Φ Fie Γ = |e un astfel de triunghi Sunt posibile trei cazuri: a) Toate cele trei vârfuri, dar numai două laturi e e și e £t, ale triunghiului T se află la limita lui Φ b) Toate cele trei vârfuri, dar numai o latură eoe a triunghiului T se află pe marginea suprafeței Ф c) Două vârfuri e și er și o latură e()e a triunghiului T stați pe marginea suprafeței F În cazurile a) și c) tăietura închisă m-e- în cazul a) secțiunea transversală A = eQev și în cazul c) secțiunea transversală A=Wi (Fig - ) transformă K în două triane care nu se intersectează SUPRAFEȚE [cap III plimbări Unul dintre ele este triunghiul T cu laturile și vârfurile sale, iar celălalt este o triangulație Muchia K* este o linie poligonală simplă închisă formată din A și o bucată eose din muchia K Triangulația este simplă datorită teoremei [ : ] și conține n triunghiuri Prin urmare, suprafața K poate fi mapată topologic pe semicercul cercului Q astfel încât A este mapat pe diametrul acestui semicerc Mapând T pe al doilea semidisc Q al lui Q în așa fel încât această mapare să coincidă cu cea anterioară pe A, obținem o mapare a întregii suprafețe Φ pe discul Q În cazul b) punctele g , eg și e împart limita suprafeței Φ în trei bucăți A = eoC^ > A = e ^ Y A - e^Q O tăietură închisă de-a lungul liniei constând din Am și latura e%eQ a triunghiului G , adică o tăietură transversală de-a lungul e e , xCIV, de exemplu Naiba (cuvântul a) Naiba (sl ) Naiba (f c) transformă triangulația K în două triunghiuri simple disjunse Kr și /C , fiecare dintre acestea conținând cel mult n triunghiuri Prin urmare, suprafețele Kr și /C sunt homeomorfe unui cerc Mapând fiecare dintre ele pe două semicercuri ale aceluiași cerc în așa fel încât ambele mapări să coincidă una cu cealaltă pe e ^ , obținem o mapare a suprafeței K pe cerc, care trebuia demonstrată Teorema [ : ] O suprafață închisă simplă este un homeomorf pe o sferă Dovada Îndepărtând un triunghi Γ din triangularea simplă a suprafeței închise Φ, obținem o triangulație simplă Kr cu un singur contur Mapând topologic Ki și T pe două emisfere, astfel încât ambele mapări să coincidă la limita triunghiului T și să-l transpunem în ecuatorul sferei, obținem maparea necesară a întregii suprafețe K pe sferă Exercițiu Folosind argumente analoge celor folosite în demonstrarea teoremei [ : ], demonstrați, fără a folosi teorema invarianței, că caracteristica lui Euler a oricărei triangulații a unei suprafețe homeomorfe la un cerc este egală cu unu Deduceți din aceasta (tot fără a folosi teorema invarianței) teorema Euler clasică: Orice triangulare a unei suprafețe homeomorfe la o sferă are o caracteristică Euler egală cu două Observația Din teorema lui Jordan rezultă că orice triangulare a unei sfere este simplă Asa de: SUPRAFATA SIMPLA Secțiunea Dacă orice triangulație a unei suprafețe închise Φ este simplă, atunci Φ este homeomorfă unei sfere și atunci toate triangulațiile lui Φ sunt simple Definiție [ : ] O suprafață simplă normală Qr cu r contururi este o sferă cu găuri rotunde tăiate prin ea, ale cărei margini nu au puncte comune în perechi Marginile găurilor sunt considerate a fi suprafața OBSERVAȚIA Deoarece, sub o mapare topologică a unei suprafețe Φ pe alta Φ', muchiile suprafețelor Φ și Φ' corespund între ele *), iar mulțimile homeomorfe (în special, curbele elementare) constau din același număr de componente, suprafețele homeomorfe au același număr de circuite Observația Tăierea unei găuri rotunde într-o sferă este același lucru cu tăierea unui segment sferic din aceasta Observația Suprafețele Qr definite în [ : ] sunt în mod evident homeomorfe la suprafețele obținute prin îndepărtarea interiorului lui r — cercuri disjunse pe perechi aflate în interiorul cercului Q din cercul Q Așa vor fi reprezentate suprafețele Qr pe desene Teorema [ : ] Orice suprafață simplă Φ cu r contururi este homeomorfă cu o suprafață simplă normală Qr Această teoremă este în mod evident cuprinsă în [ : ] Fie dată o suprafață Φ cu r contururi având o triangulație simplă K Maparea C poate fi extinsă la o mapare topologică a întregii suprafețe Φ pe suprafața Qr (transferând, datorită invarianței limitei, limita suprafeței Φ în limita suprafeței Qr) Demonstrarea teoremei [ : ] Din [ : ] și Lemă [ : ] rezultă că Teorema [ : ] este adevărată pentru r= Să presupunem că Teorema : ] este adevărată pentru și dovediți-o pentru r = n - Deci, fie K o simplă triangulare a suprafeței Φ cu n contururi, dintre care notăm vreo două contururi și Г Ne imaginăm suprafața într-o anumită triangulație (pentru a putea vorbi de tăieturi pe această suprafață) Dintre contururile suprafeței Qn+ evidențiem două contururi arbitrare r/ și r ' Să luăm pe K o linie întreruptă simplă A care unește Γ și Γ ; în același mod luăm o linie întreruptă Λ' pe Q^i care leagă Γ/ și Γ/ După tăierea (Fig ) de-a lungul liniilor întrerupte A și A', suprafețele Φ și, respectiv, trec la Φx = și *) Această propoziție va fi dovedită (indiferent de rezultatele acestui capitol) în capitolul cinci SUPRAFETE [Ch sălcii i au doar n contururi Suprafața poate fi evident identificată cu suprafața Qn Să demonstrăm că Фі este o suprafață simplă Într-adevăr, dacă triangulația Ki în care a trecut triangulația K după a noastră " a tăieturii conţine o tăietură închisă nedivizabilă, atunci o subdiviziune regulată K\ a triangulaţiei Kr ar conţine o tăietură închisă nedivizabilă Di, fără elemente aflate pe margine La lipire, revenind Kr la K*, subdiviziunea K\ a triangulației K^ va intra într-o subdiviziune regulată Kr a triangulației /C, iar tăietura nedivizoare D\ a triangulației K—v> nediviziunea tăierea triangulației K' Dar acest lucru este imposibil, deoarece triangulația K', fiind o subdiviziune proprie a triangulației simple Ku prin Teorema [ : ], este simplă Să fie dată acum o mapare topologică C,\ a unei linii pe * Γη Ea definește o mapare topologică C^ a unui arc simplu pe un arc simplu, care mapează ambele capete ale lui #+, respectiv arcul, la capetele lui arcul simplu L\ Maparea C/'b poate fi extinsă într-o mapare Cp, o linie închisă Γ pe Γ', sub care iar două puncte ale arcelor A+ și A" aflate unul față de celălalt trec în două puncte A'+ și A'- situate unul față de celălalt Prin ipoteza inductivă, harta topologică poate fi extinsă la harta topologică Cq* peste § ] CLASIFICAREA SUPRAFEȚELOR ÎNCHISE φx pe Qn+i, b m - e* pe Qn Dacă acum facem o lipire, care elimină tăieturile tocmai făcute, atunci homeomorfismul Cq* între Φx și trece într-un homeomorfism Cdl+i între Φ și Qn^\f, care coincide pe Γi cu homeomorfismul Cr/ dat inițial Teorema [ : ] și, prin urmare, [ : ] sunt dovedite prin aceasta Din [ : ] și observația urmează: [ : ] Două suprafețe simple sunt homeomorfe între două suprafețe dacă și numai dacă au același număr de contururi Să demonstrăm acum că o suprafață simplă cu r contururi are caracteristica lui Euler *-r Datorită invarianței caracteristicii Euler*, este suficient să se demonstreze ( : ) y(Qr) = - r Deoarece caracteristica lui Euler a sferei este egală cu , atunci, din cauza aceleiași invarianțe a caracteristicii lui Euler, egalitatea y - y(Qr) = - r rezultă din următoarea propoziție evidentă: Îndepărtând un triunghi arbitrar din triangulația /C și păstrându-i vârfurile și laturile, reducem caracteristica Euler a acestei triangulații cu unul Exercițiu Demonstrați prin teorema lui Jordan că orice triangulare a unei suprafețe simple este simplă În demonstrație, este suficient să luăm în considerare triangulațiile curbilinii arbitrare ale suprafețelor simple normale § Clasificarea suprafetelor inchise : Tipul suprafeței Suprafețe normale de acest fel Definiție [ : ] Fie Φ o suprafață închisă Genul unei suprafețe Φ este jumătate din ordinul său conexat dacă Φ este orientabil și ordinea sa conexă redusă cu dacă Φ nu este orientabil Genul unei suprafețe închise Φ este notat cu? prin p(F) Să clarificăm semnificația geometrică a conceptului de gen În primul rând, observăm că prin lipirea unui stilou peste o pereche de găuri într-o suprafață normală simplă Qn, nu îi modificăm caracteristica Euler Într-adevăr, la lipirea a două contururi (împărțite în același număr de arce), numărul de triunghiuri nu se modifică, în timp ce numărul de segmente și vârfuri scade cu același număr (dacă marginea fiecărei găuri avea k laturi și k vârfuri, apoi totalul numărului de elemente unidimensionale și numărul total* de elemente zero-dimensionale ale triangulației după lipire scade cu k) În mod similar, prin etanșarea uneia dintre găurile din suprafața Qr cu o bandă Möbius, nu modificăm caracteristica Euler a suprafeței Luați un număr întreg arbitrar Luați în considerare acum o suprafață normală simplă Q p, adică o sferă cu p perechi de găuri SUPRAFETE [Ch SH Să notăm cu Φ^ suprafața închisă și, după cum se vede, orientabilă, care se obține dacă toate aceste p perechi de găuri sunt lipite cu mânere de primul fel Pe baza a ceea ce tocmai s-a spus, caracteristica Euler a suprafeței Ф^ este egală cu caracteristica Euler a suprafeței Q />, adică - p Asa de, X(φ^) = - p- Deoarece, pe de altă parte ([ : ]) - - q, atunci q - p, adică p = este genul suprafeței Asa de: [ : ] Fie p un număr întreg nenegativ arbitrar; etanșând toate p perechile de găuri ale unei suprafețe normale simple Q p cu mânere de primul fel, obținem o suprafață orientabilă închisă Φp din genul p Suprafața Φ^ se numește o suprafață normală orientabilă închisă de genul p sau pur și simplu „o sferă cu p mânere” Acum lipim toate găurile sale p din suprafața Qp^ cu benzi Möbius Se obține o suprafață închisă neorientabilă Qp, a cărei caracteristică Euler este egală cu caracteristica Euler a suprafeței Qp+i, adică - p Din formula lui Euler rezultă că p = q - , adică că p este genul unei suprafețe neorientabile Ch'p Asa de: g [ : ] Lipind cu benzi Möbius toate / - φ- &YP ale suprafetelor Qp+i, se obtine o suprafata inchisa neorientabila PT* din genul p Se numește suprafață normală închisă neorientabilă din genul p * În legătură cu construcțiile tocmai făcute, este firesc să ne întrebăm ce se întâmplă dacă câteva găuri în suprafața Qr sunt sigilate cu un mâner de al doilea fel Răspunsul la această întrebare este dat de următoarea propoziție, de care avem nevoie acum [ : ] Lipirea unei perechi de găuri pe suprafața Qr cu un mâner de al doilea fel este echivalentă cu astuparea fiecăruia dintre aceste găuri cu o bandă Möbius (și, prin urmare, duce la o suprafață neorientabilă) Dovada La naiba prezintă o pereche de găuri care trebuie sigilate cu un mâner de al doilea fel; punctele , , , , , , , sunt lipite respectiv cu punctele ', ', ', ', ', ', ', ' Să facem tăieturi transversale de-a lungul liniilor ’ și ’ (Fig ) și să rotim „cuadrilateralul” (Fig , ) ’ ’ cu ° în jurul axei AA’ (Fig ) Prin lipirea elementelor de lipit (indicate prin aceleași numere), obținem diavolul ] CLASIFICAREA SUPRAFEȚELOR ÎNCHISE Acum rămâne doar să lipiți fiecare dintre cele două găuri Zab 'a'b' și drcr cd așa cum este indicat (adică, lipirea c ', a cu a', b cu bz, etc ), care este lipirea celui de-al doilea tip , adică etanșarea fiecăreia dintre aceste găuri cu o bandă Möbius : Teorema fundamentală a topologiei suprafețelor O sarcină a întregului articol se află în demonstrarea următoarelor două „propoziții, care împreună formează așa-numita teoremă fundamentală topologia suprafeței [ : ] Orice suprafață închisă Φ este homeomorfă față de o suprafață normală închisă orientabilă Φ^ a unui gen (întreg) p (dacă Φ este orientabilă) sau față de o suprafață normală închisă neorientabilă Φ/ din genul p (dacă Φ nu este orientabilă) Din aceasta rezultă direct că pentru orice suprafață orientabilă închisă Φ genul p(Φ) este un număr întreg, deci ordinea conexiunii este un număr par Din [ : ] și din invarianța caracteristicii lui Euler și orientabilitate rezultă: [ : ] Două suprafețe închise dacă și numai dacă sunt ambele Ф și Ф' sunt homeomorfe, orientabile sau ambele nu sunt orientabile și atunci când, în plus, satisfac unele și, prin urmare, oricare dintre următoarele egalități: Egalitatea caracteristicilor lui Euler, Egalitatea comenzilor conectate Egalitatea nașterii Revenind la demonstrarea teoremei [ : ], remarcăm în primul rând: [ : ] Fie Φ o suprafață închisă, ^ = ^(φ) Orice subcomplex al oricărei triangulații LG a suprafeței Φ, constând din SUPRAFETE [Ch P din perechi de linii închise neintersectate Zi, £^+ > desparte această triangulație Într-adevăr, Lx U U Lq^ este un complex unidimensional de ordin de conexiune #+ , de unde urmează afirmația [ : ] Notăm cu ^' = ^'(Ф) cel mai mare număr astfel încât pe o anumită triangulație К a suprafeței Ф să existe qr linii închise disjunse în perechi £ , ,£( /) formând subcomplexul L = Lx U U £ / care nu se împarte [Din : ] rezultă că / (Ф) ?(F) = , p(f)= O suprafață Klein se obține dacă două găuri sunt tăiate într-o sferă lipici cu benzi Möbius sau - (care este evident la fel) daca? Lipiți două benzi Möbius împreună la margini Observație Din cele spuse, rezultă: Ordinea de conectare a unei suprafețe orientabile închise Φ este un număr par egal cu numărul de găuri din sferă care trebuie sigilate (în perechi) cu mânere de primul fel pentru a obține o suprafață homeomorfă suprafeței date Φ Ordinea de conexiune a unei suprafețe închise neorientabile Φ este egală cu numărul de găuri din sferă care trebuie petice cu benzi Möbius* pentru a obține o suprafață homeomorfă la suprafața dată Observația Dacă ordinea conectivității unei suprafețe date închise neorientabile Φ este un număr par, atunci suprafața o proprietate homeomorfă la Ф poate fi obținută luând o suprafață simplă Q jo (o sferă cu găuri de p) și plastând p perechi de găuri în această suprafață? mânere de al doilea fel (pentru p - obținem o suprafață Klein) - PARTEA A DOUA COMPLEXE ACOPERURI DIMENSIUNE În această parte, ca și în cea anterioară, există trei capitole În prima dintre ele (Capitolul ) este studiat în detaliu conceptul de complex; astfel, în acest capitol (și în capitolul ) se construiește aparatul combinatoriu (și algebric) al topologiei; Ambele capitole sunt, în esență, de natură auxiliară Capitolul poate fi citit direct după capitolul În capitolul , prin mijloace elementare (folosind așa-numita lemă Sperner), sunt dovedite câteva fapte topologice importante — invarianța numărului de dimensiuni pentru poliedre, invarianța punctelor ^ din interior și teorema punctului fix sub mapări simplex continue Capitolul poate fi citit înainte de capitolul Capitolul , consacrat unei introduceri în teoria dimensiunilor, se bazează pe § , art : , : ; § , art : - : și : - : capitolul (și pasaje de referință din capitolul ) Este firesc să citiți capitolul după ce ați citit capitolul CAPITOLUL PATRU COMPLEXE Paragraf introductiv: observații preliminare asupra simplexelor În această secțiune, amintim definiția unui simplex n-dimensional (vezi Anexa ) și introducem conceptele de bază asociate cu această definiție Literele mici ale acestui paragraf se recomandă să fie omise la prima lectură — va fi necesară doar în capitolul : Simplexurile și scheletele lor Fie /r - puncte liniar independente e , ep , enf să fie date într-un spațiu euclidian m-dimensional Rm În virtutea independenței liniare, aceste puncte determină planul n-dimensional Rn (e , e , en)E= Rm și în el un sistem de coordonate baricentrice *) Acele puncte ale planului Rn(eQ, e e , en), ale căror coordonate baricentrice p o, în sistem (r? , • • •, en) sunt pozitive, prin definiție formează un n-dimensional cu impuls T - |e en\ cu vârfuri e , , en Numărul de vârfuri ale unui simplex redus cu se numește numărul său de dimensiuni, sau dimensiune Numărul de dimensiuni ale unui simplex este de obicei indicat printr-un superscript Deci Tn desemnează un simplex n-dimensional *) Vezi Anexa II, art OBSERVAȚII PRELIMINARE PRIVIND SIMPLEXE Simplexul zero-dimensional este un punct Simplexul unidimensional cu vârfurile e și ej este un segment deschis |r ej (capăturile nu sunt incluse în segment) Un simplex bidimensional este un triunghi, iar unul tridimensional este un tetraedru (de asemenea deschis, adică fără puncte de limită) Definiție [ : ] Mulțimea tuturor nc- vârfuri ale unui simplex n-dimensional dat se numește scheletul acestui simplex Simplicele din Rm corespund unu la unu cu scheletele lor Cometariu Uneori se dovedește a fi oportun să se considere sisteme de n + puncte distincte, dar dependente liniar în Rm ca schelete de simplexuri n-dimensionale „degenerate” În acest caz, cel mai convenabil este să considerăm simplexul n-dimensional degenerat ca fiind identic cu scheletul său Astfel, ajungem la următoarea definiție: Orice multime de /r — I puncte in spatiul Rm situat in planul Rk C Rm numărul de dimensiuni k este mai mic decât n se numește simplex n-dimensional degenerat al spațiului Rm Prin scheletul unui simplex degenerat se înțelege însuși simplexul degenerat*) : Fațete Dacă scheletul simplexului este o submulțime a scheletului simplexului T , atunci simplexul se numește o față a simplexului T Dacă simplexul \= |e £r| este o fata a simplexului T - |eQ erer+r en\, atunci \ este format din toate punctele din spatiul RnOo, • care au coordonate baricentrice în sistemul r , , en sunt pozitive pentru i i și egale cu zero pentru i > i Numărul de fețe r-dimensionale ale unui simplex n-dimensional este egal cu numărul de combinații de n-j- elemente nor-jl Fețele zero-dimensionale ale simplexului sunt vârfurile acestuia Simplexul în sine se numește fața sa improprie, fețele rămase sunt numite adecvate Remarca Este important de remarcat faptul că în această carte o față (fără alte rezerve) a unui simplex dat înseamnă întotdeauna o față proprie sau improprie a acestui simplex În loc să spunem că simplexul \ este o față proprie a simplexului T ; ei spun că simplexul \ este subordonat simplexului T și scrie TX T Dacă simplexul \ este o față proprie sau improprie a simplexului Γ , atunci se scrie Tr ale căror coordonate baricentrice din sistemul e , e , ,en nu sunt negative Limita simplexului ^ este unirea tuturor a fețelor proprii ale simplexului In și se notează uneori cu Tn (din motive care vor deveni clare mai târziu) § Definiţii de bază : Triunghiuri Exemple: [ L] și Tp Definiție [ : ] O mulțime finită de / simplexuri disjunse în perechi care se află în unele Rn se numește triangulație dacă fiecare față a oricărui simplex care este un element al mulțimii K este, de asemenea, un element al mulțimii DEFINIȚII DE BAZĂ mulţimea K este parţial ordonată: simplexul \ K este considerat a fi subordonat simplexului £ K dacă \ este o faţă proprie a simplexului T Cel mai mare număr, care este numărul de dimensiuni ale oricărui element al triangulației K, se numește numărul de dimensiuni sau dimensiunea triangulației K Cometariu Naturalitatea acestei definiții rezultă, de exemplu, din argumentele și rezultatele capitolului : o parte semnificativă a topologiei este studiul așa-numitelor poliedre, adică cuvintele care sunt un compus de simplexe ale unor triangulații Concomitent cu poliedrele, desigur, sunt studiate și imaginile lor topologice — așa-numitele poliedre strâmbe, care sunt o generalizare multidimensională de amploare a suprafețelor închise studiate în Capitolul Deoarece poliedrele strâmbe, fiind imagini topologice ale poliedrelor în propriul sensul cuvântului, au aceleași proprietăți topologice ca acestea din urmă, atunci topologia poliedrelor epuizează studiul proprietăților topologice ale tuturor poliedrelor curbate Triangulațiile sunt principalele mijloace auxiliare, aparatul principal al topologiei poliedrelor, care nu este doar una dintre cele mai importante părți ale topologiei, dar conține și metode de studiere a spațiilor topologice mai generale, în primul rând compactele Așa se explică importanța enormă a triangulațiilor în topologia modernă: nefiind scopul ultim, subiectul final al studiului topologiei, având doar o poziție de serviciu în topologie, triangulațiile și generalizările lor cele mai apropiate iau totuși locul principalului mijloc, principalul construcție auxiliară cercetare topologică modernă Acest serviciu deosebit și, în același timp, poziția principală a triangulațiilor în topologie este arătată destul de convingător în capitolul al treilea (și al cincilea) al acestei cărți Exemplele de triangulații sunt ușor de construit Mai multe exemple de triangulații unidimensionale, bidimensionale și tridimensionale sunt prezentate în Fig , precum și în desenele din Ch Mulțimea tuturor fețelor proprii ale unui tetraedru, octaedru sau icosaedru poate servi și ca exemplu de triangulație bidimensională Să evidențiem două exemple elementare care vor fi necesare în mod constant în cele ce urmează O triangulație formată dintr-un simplex //-dimensional Tn și toate fețele sale se notează cu [Tn] și se numește închiderea combinatorie a simplexului Triangulația (n - )-dimensională constând din toate fețele proprii ale simplexului n-dimensional, Tn, se notează cu Tn și se numește limita simplexului Tn (în contrast cu limita Tn a simplexului Tn> * COMPLEXE [cap IV' care este mulţimea de puncte care este legătura tuturor feţelor proprii ale simplexului T* ) complexe poliedrice Dacă în definiția triangulației înlocuim cuvântul „simplex” cu cuvântul „poliedru convex” *), lăsând totul neschimbat, atunci obținem definiția unui complex poliedric Acest concept, deși semnificativ mai puțin important decât conceptul de triangulație, dar este o generalizare atât de firească a acestui din urmă concept încât este imposibil să-l abandonezi În plus, uneori înlocuirea triangulației unui poliedru dat cu un complex poliedric mai general permite simplificarea unele constructii Exemple de complexe poliedrice sunt: un complex format din toate fețele unui cub sau dodecaedru; Naiba înfățișat în iad împărțirea în patrulatere, laturile și vârfurile lor ale unor suprafețe homeomorfe cu un tor și multe altele Dacă Tn este un poliedru convex, atunci închiderea sa combinatorie [P ] și limita sa Tn sunt definite exact ca Naiba la fel ca în cazul unui simplex (vezi pre- articol de respirație) : Complexe de schelete Acest concept este extrem de important, mai ales pentru tratarea geometrică a problemelor din topologia teoretică a mulțimilor; dar și în chestiunile legate de topologia poliedrelor, complexele de bază vor avea aplicații semnificative în această carte Prefațăm definiția complexelor de bază cu următoarea observație Simplecele, în special, simplecele unei triangulații date K, corespund unu la unu scheletelor lor și *) În acest caz, politopii convexe (la fel ca simplexele) sunt luați deschiși (adică fără puncte de limită): prin pătrat înțelegem interiorul unui pătrat, printr-un cub, interiorul unui cub etc § ] DEFINIȚII DE BAZĂ simplexul \ £ K este subordonat simplexului T (adică este o față proprie a simplexului T ) dacă și numai dacă scheletul \ este o submulțime proprie a scheletului T În multe întrebări referitoare la triangulații, natura simplexurilor ca mulțimi de puncte nu este esențială, dar ceea ce contează este, în primul rând, ordinea care predomină în triangulație ca mulțime parțial ordonată și, în al doilea rând, faptul că pentru fiecare simplex numărul său dimensiunile sunt determinate În toate aceste întrebări, după cum se spune, pur combinatorii, este firesc și convenabil să înlocuim o triangulație dată cu mulțimea scheletelor sale, adică cu mulțimea scheletelor simplexelor unei triangulații date, iar fiecare schelet are ca număr de dimensiuni numărul de vârfuri care alcătuiesc acest schelet, redus cu unu Astfel, ajungem la așa-numitele complexe de bază, a căror definiție va fi dată imediat în forma cea mai generală Definiție [ : ] Să fie dat un set de elemente, numit convențional vârfuri Să fie evidențiate unele dintre submulțimile finite nevide ale mulțimii M, numite schelete Numărul de dimensiuni ale unui schelet este numărul de vârfuri redus cu Setul dat de schelete este ordonat parțial în mod natural* (scheletul T este subordonat scheletului T dacă \ c T ); se numește complex central Deci putem spune: un complex de bază este orice mulțime de submulțimi finite ale unei mulțimi M Un complex de întindere K se spune că este complet dacă fiecare submulțime nevidă a unui arbore de întindere inclus în K este, de asemenea, un arbore de întindere (adică, un element al complexului K) Cometariu Complexul de schelete dintr-o triangulație dată (adică complexul de schelete ale tuturor elementelor acestei triangulații) este un complex finit complet de schelete Dintre toate complexele de bază, complexele finite și, în plus, complete sunt cele mai importante Cu toate acestea, este adesea necesar să se utilizeze complexe incomplete de schelete Definiție [ : ] Fie K un complex de bază Definim complexul schelet [ n), atunci setăm \e er\={e , ,er}, adică identificăm simplexul |r cu scheletul său Complexele simpliale astfel obținute sunt uneori notate și cu Kr și Kg e Fie R un spațiu metric Notăm cu Kr complexul de întindere complet obținut dacă fiecare submulțime finită a spațiului /? luați în considerare scheletul; Kr conține subcomplexul Kr,s, format din toate scheletele complexului Kr cu diametrul e$r} al complexului să fie o cheie a complexului Kl (în în acest caz, diferite vârfuri ale complexului /Cp pot corespunde unuia și aceluiași vârf al complexului /С«) În funcție de condiția enunțată, maparea ^ a mulțimii de vârfuri ale complexului în mulțimea de vârfuri ale complexului generează o mapare a complexului în complexul K&, care se numește maparea simplă a complexului complet de schelete în complexul de schelete şi este de asemenea notat prin Dacă și sunt complexele de bază ale complexelor simple simple Ap și, respectiv, atunci, atribuind fiecărui simplex |^p simplexul complexului ale cărui vârfuri sunt , obținem, prin definiție, o mapare simplială a un complex simplicial într-un complex simplicial ( generat de maparea simplială a complexului de schelete ale complexului A^ în complexul de schelete al complexului Ka) cu același nume) Definiție [ : ] O mapare simplială a unui complex simplicial incomplet Ap este orice mapare simplială a închiderii combinatorii [Ap] a complexului considerat numai pe /Cp Definiție [ : ] O mapare simplială unu-la-unu a unui complex simplicial complet pe un complex simplial complet Ka se numește o mapare izomorfă sau un izomorfism Două complexe simple simple se numesc izomorfe sau au același tip combinatoriu dacă unul dintre ele poate fi mapat izomorf pe celălalt *) În conformitate cu definițiile generale din Capitolul , o mapare ^ se numește o mapare a unui complex simplial AB pe un complex simplial Aa dacă fiecare schelet al complexului K* este imaginea a cel puțin unui schelet al complexului DEFINIȚII DE BAZĂ § ] Două complexe simpliale complete sunt izomorfe dacă și numai dacă complexele nucleelor lor sunt izomorfe (în special, fiecare complex simplial complet este izomorf cu complexul nucleelor sale) Astfel, putem spune că tipul combinatoriu al unui complex simplist complet este determinat în mod unic de complexul scheletelor sale O notă despre izomorfism Cartografie simplă ? a unui complex simplicial complet pe un complex simplial complet este un izomorfism dacă și numai dacă unul și numai un vârf de K$ este mapat pe fiecare vârf al complexului Ka Exemple de complexe simpliale izomorfe O triangulație formată din toate fețele proprii ale unui poliedru convex cu fețe triunghiulare (de exemplu, un tetraedru, octaedru, icosaedru etc ) este izomorfă cu „curba de triangulație” a unei sfere, care se obține dacă luăm o sferă aflat în interiorul acestui poliedru și proiectați-l pe această sferă din centrul său Luăm o triangulație K Construim un complex simplist K' cu același complex central ca /C, dar ale cărui simplexe, prin definiție, sunt închiderile simplexelor complexului K Complexul K’ este izomorf cu complexul K- O notă despre lipire Fie și Ka două complexe simple și să fie o hartă simplială pe K*- Fiecare vârf din complex corespunde unei clase de ver- shin eru, astfel încât tocană=e'i- Astfel, maparea simplă ^ generează o partiție a mulțimii tuturor vârfurilor complexului în clase Rețineți că vârfurile eao, formează un schelet dacă și numai când, din clasele corespunzătoare c , , er, se pot alege vârfurile vp e y, / = , , ,r, astfel încât să formeze un schelet în Putem spune că maparea simplă £ constă în identificarea* între ele a tuturor vârfurilor LGr care formează aceeași clasă Cy Să presupunem, dimpotrivă, că este dat un complex finit simplist complet și vârfurile sale sunt împărțite în clasele c Putem defini un nou complex simplist Ka după cum urmează: ^ este definit ca un complex spanning; vârfurile sale sunt clasele *) Mier capitolul , art : , iar capitolul , art : COMPLEXE [cap IV vârfurile complexului K^ Clasele с , , сг formează un schelet dacă se pot alege vârfurile z = , dintre ele, astfel încât a format o coloană vertebrală în IC Este evident că în acest caz se va obține un set complet de schelete Maparea simplă a complexului pe K* este definită în mod natural fiecare vârf este asociat cu conținutul său clasa c^ Presupunem că o mapare simplă dată pe K* îndeplinește următoarea condiție: sub maparea ^ nu sunt mapate două vârfuri aparținând aceluiași schelet al complexului la același vârf al complexului ACa Astfel de mapări se numesc lipiri; la lipire, orice element al complexului este mapat la un element de același număr de dimensiuni ale complexului Kl și, în consecință, două elemente de dimensiuni diferite ale complexului nu pot fi mapate la același element Ka; dar două elemente de aceeași dimensiune a complexului se pot „lipi” împreună, adică se pot mapa pe același element al complexului Ka Lipirile pe care le-am luat în considerare în capitolul formează un caz particular al noțiunii generale de lipire recent introdusă : Definiția generală a unui complex Având în vedere diferitele tipuri de complexe definite în această secțiune, putem observa că toate sunt cazuri speciale ale conceptului general de mulțime parțial ordonată Ѳ, fiecărui element O căruia i se atribuie un întreg nenegativ dfi — numărul de dimensiuni ale elementul — astfel încât rezultă din Acesta este un concept general și poate fi considerat conceptul de complex în sensul larg al cuvântului O mapare izomorfă a unui complex pe altul este o astfel de mapare similară în care numărul de dimensiuni este păstrat S-ar putea dovedi că această definiție a izomorfismului în cazul complexelor simple simple coincide cu cea pe care am dat-o în : Conceptele generale de complex și izomorfism tocmai formulate ne permit să dăm definiției unui complex simplial complet următoarea formă impecabil de simplă și transparentă: Un complex simplicial complet este orice complex în sensul general al cuvântului izomorf la un complex care se întinde complet Complexele simpliale (nu neapărat complete) sunt orice subcomplex *) ale complexelor simple simple Cometariu Conceptul de izomorfism aplicat complexelor simpliale incomplete nu ne va interesa: la noi *) Un subcomplex al complexului AG este orice submulțime cu aceleași dimensiuni de elemente și aceeași relație de ordine între ele ca în AS DEFINIȚII DE BAZĂ § I] În expunere, orice complex simplial incomplet va apărea întotdeauna ca un subcomplex al unui complex complet bine definit K și vom lua în considerare doar astfel de mapări izomorfe ale complexului /Co care sunt generate de izomorfisme ale complexului complet K optsprezece Subcomplexele închise și deschise ale complexului /S Închideri combinatorii și stele *) Un subcomplex /C al unui complex se numește subcomplex închis (deschis r y-t y m) al complexului dacă orice element al complexului K subordonat unui element al complexului (subordonarea unui element al complexului /Co\ este ea însăși un element de complexul este deschis (închis) în K [ : J Dacă K este arbitrar și Kx este un subcomplex închis (deschis) al complexului K atunci KQ A este un subcomplex închis (deschis) al complexului + ) + ( a și vor fi vârfurile complexului nucleu Ka, pe care acum îl vom defini și numi nervul sistemului a Și anume, spunem că o colecție dată de vârfuri al gg este un schelet al complexului /Q dacă și numai dacă mulțimile , , A Pentru vârfurile ai -> a ale nervului sistemului a, să luăm câteva puncte de spațiu COMPLEXE [Ch IV în care se află mulțimile Ap , , iar toate punctele an ,av trebuie să fie diferite între ele și să îndeplinească condiția suplimentară p(^ , D) /nc' , m nervul rezultat nu se va afla numai în vecinătatea e a sistemului a: va fi, în plus, o triangulație Asa de: [ : ] Fie a un sistem finit de mulțimi situate în Rn și e> În orice spațiu R™yșRy de un număr suficient de mare de dimensiuni, se poate construi o triangulație care este nervul sistemului a, aflat în apropierea z a sistemului a Reprezentat în iad > 'ir] al complexului B(K) Prin urmare, complexul se numește realizarea geometrică a derivatei baricentrice B(K) Observație Dacă |% ej este un simplex al complexului Kr și G-> > T- Al-lea vârf eiQ se numește cel mai înalt vârf, iar vârful e^ cel mai de jos vârf al simplexului |^ Teorema [ : ] Complexul Kx este o triangulație Dovada Prin definiția sa, Kr este un complex finit Deoarece ambele B(K) sunt izomorfe între ele și B(K) este un complex complet, atunci u este un complex complet Rămâne de demonstrat că nu se intersectează două simplexe distincte ale lui Kr Afirmația este evidentă pentru simplexele zero-dimensionale ale complexului Înainte de a trece la cazul general, facem următoarea remarcă: Întrucât două elemente distincte și complexul K nu se intersectează, cele două simplexe și nu se intersectează dacă vârfurile lor cele mai înalte e^ și e$ sunt diferite Să presupunem acum că s-a dovedit că două simplexe ale unui complex nu se intersectează dacă dimensiunile lor sunt mai mici sau egale cu r Acest lucru este adevărat pentru r = Să considerăm două simplexe |^o egu| £ și £ kg *) Adică Tj r, și o vom demonstra pentru t = r - [- Să considerăm toate simplexele T P ale complexului K Y al căror vârf cel mai înalt este centrul lui gravitația uneia dintre fețele proprii ale elementului (r- |- )-dimensional dat Γ + X e K Toate aceste simplexe T'h formează o subdiviziune baricentrică a complexului TJ = [Tr+ ]\pP'+ și, conform presupunerii noastre, orice punct al limitei 'T+ \P+ a poliedrului Tr^ aparține unor simplex T' b Acum să fie dat un punct dacă punctul p este centrul de greutate al poliedrului P + H, atunci este vârful complexului complexului Kj Să nu fie p centrul de greutate P+ ; notăm cu pr proiecţia punctului p pe >+ \Tv+ din centrul de greutate o al poliedrului Tr+T şi fie = |ex ej este simbolul care conține punctul p' *) Până acum, complexul D ar putea fi orice subcomplex al unui complex poliedric **) Fără prea multe prejudecăți, cititorul se poate limita la cazul în care Af este o triangulație și, în conformitate cu aceasta, înțelege prin poliedre elemente ale complexului K, întotdeauna simplexe Secțiunea Câteva complexe de Shell remarcabile plex al complexului Kv Atunci p este un punct al simplexului |o£x Să combinăm propozițiile [ : ], [ : ] și [ : ] într-o singură teoremă: [ : ] O subdiviziune baricentrică a unui complex poliedric K este o triangulație, în care fiecare simplex al complexului se află pe un simplex al complexului K și fiecare punct aparținând unui simplex al complexului K aparține și unui simplex al complexului Kv b A Naiba Exemple La naiba sunt prezentate: a)] baricentric subdiviziunea triunghiului bidimensional ABC si BCD (co in b) realizarea biciului baricentric) al acestei triunghiuri, formata din triunghiuri ABC si BCD, laturile lor AB, AC si BD, iar din varfurile A si D, t În fig descrie o subdiviziune baricentrică glaciatie, formata din doua trei laturi si varfuri); derivat al subcomplexului (neînlocuire Naiba Naiba un complex poliedric format din toate fețele, muchiile și vârfurile unui cub (sunt afișate doar elementele orientate către vizualizator) La naiba prezintă unul dintre cele de simplexe tridimensionale ale subdiviziunii baricentrice a complexului [T ] : Piramida peste complex Fie K un complex simplist, pe care îl identificăm cu complexul nucleelor sale unsprezece* COMPLEXE [cap IV Fie o un vârf care nu aparține complexului K Construim un complex de schelete, și prin definiție scheletele complexului sunt: vârful o, toate scheletele complexului K și toate mulțimile de forma {o e , er }, unde {e , , er } este un schelet al complexului K Complexul F , precum și orice complex obținut din printr-o mapare izomorfă care lasă fixe toate elementele complexului K (considerat ca subcomplex al complexului ), se numește piramidă cu baza /C sau pur si simplu p iramida n a d K O piramidă peste un complex simplic complet este un complex simplic complet Complex Naiba ok= \K, adică steaua vârfului o în complexul se numește piramidă deschisă cu vârful o peste complexul K Vom avea nevoie de următoarea remarcă, datorită lui L S Pontryagin, în capitolul [ : ] Fie K un complex simplist complet, e un vârf al lui K, B o muchie a unei stele O^e, T un element arbitrar al complexului B Atunci steaua simplexului eT în K este o piramidă deschisă cu vârful e peste steaua simplexului T în complexul B: ( : ) O^e T = eOv T Dovada constă într-o verificare directă că ambele părți ale egalității ( : ) constau din aceleași simplexe Această verificare poate fi oferită către cititor; la naiba complex este format din tetraedre | ee^eY |, |e£ e e | și toate fețele lor; T'=|e e |; complexul B este format din triunghiuri |^z^іІ și c pe toate laturile lor noi, OBT-ul este format din segmentul |r | şi triunghiuri şi I ^ ^ °^e părţi egalitățile ( : ) constau din triunghiul |ee e | iar din două tetraedre | și |^zv v I- : Prisme peste un complex de miezuri Fiecare împărțire a unui paralelogram în două triunghiuri după diagonala acestui paralelogram, precum și cea cunoscută din manualele de geometrie elementară, descrise în Fig împărțirea unei prisme triedrice în tetraedre sunt cazuri speciale ale următoarei construcţii generale Fie / K Singurul element T(p) al complexului K care conține punctul p se numește suportul punctului p în complexul K Mulțimea Okp — OctT(p) deschisă în K se numește vecinătatea stea a punctului p în raport cu la complexul K Definiție [ : ] Vecinătățile stelare ale vârfurilor triangulației K (în raport cu această triangulație) se numesc stele deschise ale triangulației K Deci, stelele deschise ale triangulației sunt subseturi deschise ale corpului său COMPLEXE [cap IV Teorema [ : ] Stelele deschise ale triangulației % K acoperă întregul poliedru K Într-adevăr, fie p un punct arbitrar al poliedrului K, fie T suportul lui p, iar e un vârf al simplexului T Evident, p £ T £ OK, P T-Bine, Q E D Teorema [ : ] Intersecția corpurilor mai multor subcomplexe ale complexului poliedric K este corpul intersecției acestor subcomplexe Este suficient să demonstrăm această teoremă pentru două subcomplexe și K •!• Această afirmație rezultă din [ : ] și din corolarul teoremei [ : ] Cu alte cuvinte: [ : ] Orice triangulare este nervul unui sistem de stele deschise : Mapări simple ale poliedrelor triangulate Maparea simplă a triangulației Kl în triangulația Ka generează o mapare continuă S? poliedru la poliedru KL Fie Gr = [£ rr| este un simplex al complexului K$ La vârfurile simplexului, se definește maparea ^ = ^ și aceasta oferă o mapare afină a simplexului Γr pe simplexul £ KL cu vârfuri $ler- Cartografierea dorită d? poliedrul în este definit, deci § patru] SUBDIVISIUNI DE COMPLEXE POLIDEDRICE zom, în fiecare simplex Continuitatea mapării S? demonstrarea este ușoară: fie p £ suportul punctului p și p = lim pn Fără pierderea generalității, putem presupune că toate pn se află în același T^ Coordonatele baricentrice ale punctelor pn față de miezul simplexului T' converg către coordonatele baricentrice ale punctului p, deci masele care încarcă imaginile vârfurilor simplexului T'$ pentru a obține punctele S$pnl converg spre masele care definesc punctul $p, de unde Vim $pn - $r Maparea ^ se numește maparea simplială a poliedrului /Cp la poliedru, maparea simplială generată ^ a complexului /C la Ka Dacă maparea simplă a complexului pe complexul R este unu-la-unu, atunci maparea poliedrului pe poliedrul /Ca este, de asemenea, unu-la-unu și, prin urmare, topologică, din care rezultă: Teorema [ : ] Dacă și Ka sunt triangulații izomorfe reciproc, atunci poliedrele și sunt homeomorfe Deoarece orice triangulație u-dimensională este izomorfă cu o triangulație care se află, următoarea propoziție este valabilă: Teorema [ : ] Fiecare poliedru n-dimensional este homeomorf unui poliedru situat în A? " § Subdiviziuni ale complexelor poliedrice : Definirea diviziunii Definiție [ : ] Fie K un complex poliedric ) arbitrar O subdiviziune a unui complex K este orice complex poliedric care îndeplinește următoarele condiții: Corpul complexului /Ca- coincide cu corpul complexului / oo \P-G / Teorema [ : ] Orice complex poliedric are subdiviziuni simpliale arbitrar mici, adică subdiviziuni constând din simplexe ale căror diametre sunt mai mici decât orice număr pozitiv dat Consecinţă Fiecare poliedru are trei în mod arbitrar mici unghiurile Din [ : ] urmează*): *) Vezi capitolul , art : În secțiunea următoare (Teorema [ : ]), Teorema [ : ] este demonstrată din nou; această a doua demonstrație este mai simplă deoarece se bazează direct pe definiția dimensiunii [ : ] (Capitolul ), mai degrabă decât pe teorema relativ complicată [ : ] din același capitol § ] SUBDIVISIUNI DE COMPLEXE POLIDEDRICE [ : ] Dacă poliedrul Φ este un corp al triangulației n-dimensionale K, atunci dim Φ <> Într-adevăr, să existe o subdiviziune a triangulației K, ale cărei simplexe au diametre n - , atunci simplexul r-dimensional Tr al complexului Vn nu poate avea mai mult de p - vârfuri ale simplexului Tp printre vârfurile sale Într-adevăr, în caz contrar, simplexul Tr, având printre vârfurile sale n-p, vârfurile ^u, ,^, § ] SUBDIVISIUNI DE COMPLEXE POLIDEDRICE bus e, ar avea cel puțin pn - p " = n " vârfuri în total, ceea ce nu poate fi, deoarece Să arătăm că subdiviziunea baricentrică a triangulației }, astfel încât simplecele complexului TS au forma Naiba ^ -a> Definiție [ : ] Notăm cu Ti} і= , , ,s, și numim steaua baricentrică conjugată la elementul T^K subcomplexul complexului Ki format din toate simplexele complexului Klt al cărui vârf este cel mai mic centrul de greutate al simplexului ^ La rândul său, Ti simplex este numit conjugat cu steaua baricentrică * Muchia stelei baricentrice T*i este complexul \ format din toate fețele simplexelor complexului \ care nu aparțin lui Ti Stelele baricentrice conjugate la vârfurile complexului Ku sunt numite stele principale Acestea sunt stele baricentrice Tu , Tro (Fig ) [ : ] Dacă Tjy atunci dimensiunea complexului Ті este mai mare decât dimensiunea complexului Tj Într-adevăr, fie dimensiunea lui Tj r și fie \eV>eV> * • * este un simplex r-dimensional al lui T* Apoi simplexul hy\>ei A> • • • >etir>er i>en I este simplexul (r " )-dimensional al complexului (Fig ) stele baricentrice : Complex de triangulație baricentrică Definiție [ : ] Complexul baricentric al triangulaţiei K este mulţimea N*, ale cărei elemente sunt toate complexele T'i şi numai ei; mulţimea K* este parţial ordonată după regula: $ L- [ : ] Marginea stelei baricentrice Tі este o conexiune de stele baricentrice subordonate stelei L- Dovada Din însăși definiția complexului T^a/^ rezultă: [ : ] Complexul A este format din toate simplexele de forma Aj = • • • >eb>|, unde eijr>en> si numai din ele Prin urmare, dacă L" = I'" > ■■ ■> "'"> I ^ t , • • '>eUr>elj I ' elj>eH Si [ : ] Închiderea combinatorie [ I] a stelei baricentrice Ti în complexul ->%,|£irUn ••■[n U atunci pe baza [ : ] eljp ' e ip e^ ' • • • ' e\ jp eUr adică toate simplexele TiQ, , Тіг sunt fețe ale simplexului Tjp; deci suma combinatorie \ a simplexelor ; , , Тіг există și este o față a simplexului Tjp: R T- U>T- Prin urmare, [ ț] P L[ ^]£ [ 'd S | stele baricentrice b) Pentru a demonstra includerea inversă, rețineți că prin definiția unei sume combinatorii, avem = , , , r, mijloace, P[T%G], Q E D În special, închiderile combinatorii ale stelelor principale T'\, ■ -, \ io, -, /r • • • > eііг\ *) Ca seturi parțial ordonate (Cap Art : ) STELE BARICENTRICE § cinci] suportul punctului p în complexul Kv Rezultă că Tio este suportul punctului p în K', deci Luați în considerare fața proprie sau improprie a simplexului T Mai mult, T eig> • • • inclusă în steaua baricentrică conjugată la vârful en și p este conținută într-o stea baricentrică închisă cu centrul eh Dar eh ca un vârf Тіг este cu atât mai mult un vârf al simplexului T, astfel încât prima jumătate a teoremei [ : ] este demonstrată Pentru a demonstra a doua jumătate a teoremei, notăm: dacă p este conținut într-o stea baricentrică închisă conjugată la un vârf, atunci Tc este o față a unui simplex al unui complex care are vârfuri între vârfurile sale; la fel de L -| și există un vârf /C, adică un vârf Tig, și deci, cu atât mai mult, un vârf T, care se cerea a fi demonstrat Cometariu Deoarece ambele simplexuri închise și stelele baricentrice închise sunt compacte, simplexul închis T, care se intersectează numai cu stelele baricentrice închise conjugate la vârfurile sale, este situat la o distanță pozitivă față de celelalte stele baricentrice închise Întrucât, pe de altă parte, stelele baricentrice închise acoperă întregul poliedru /C, atunci o anumită vecinătate a simplexului închis T este conținută în compusul de stele baricentrice închise conjugate la vârfurile simplexului T și nu se intersectează cu niciun alt tip închis stele baricentrice Deoarece K este un complex finit, atunci: [ : ] Pentru fiecare triangulație a poliedrului K, se poate găsi astfel = e(/ , că e-vecinătatea oricărui simplex T închis al complexului K este conținută în conjuncția de stele baricentrice închise conjugate la vârfurile simplexului T și nu se intersectează cu nicio altă stea baricentrică închisă * COMPLEXE [Ch IV § Complexe curbe şi poliedre curbe : Definiții Definiția poliedrului (definiția [ : ]) nu este invariantă din punct de vedere topologic: imaginea topologică a unui poliedru, în general, nu este un poliedru Alături de complexe și poliedre, este firesc să luăm în considerare imaginile lor topologice Introducem urmatoarele definitii: Definiție [ : ] Un poliedru curbat este orice homeomorf compact la un poliedru Sub o mapare topologică a unui poliedru P pe un poliedru curbat $, simplecele Ti ale unei triangulații date K a poliedrului P sunt mapate pe anumite submulțimi ale poliedrului curbat Totalitatea acestor mulțimi formează așa-numitul complex curbat Ajungem la următoarea definiție: [ : ] Un sistem finit de submulțimi Z == , , , ale unui spațiu topologic p se numește complex curbat dacă conexiunea lor - A; si si poate fi astfel mapat topologic pe un poliedru P = K astfel încât, în această mapare, mulțimile să corespundă unu la unu simplexelor unei triangulații K a poliedrului P (adică imaginea fiecăreia dintre mulțimi este simplexul) Tb și invers, - natura eG^-) Legătura dintre elementele ("simple de curbe") și t a complexului de curbe este un poliedru de curbă, numit corpul complexului de curbe al complexului de curbe se numește triangularea curbei poliedrului de curbă Exemple de complexe curbate sunt prezentate în Fig și Observație Același complex curbat corespunde unor triangulații K diferite, dar cu siguranță izomorfe Numărul de dimensiuni este numărul de dimensiuni ale triangulației K, izomorf cu complexul curbat În capitolul se va demonstra că dimensiunea *) a unui poliedru este egală cu numărul de dimensiuni ale oricăreia dintre triangulațiile sale, prin urmare numărul de dimensiuni K (egal cu numărul de dimensiuni coincide cu dimensiunea ambelor mulțimi compacte homeomorfe) K și Deci, în ipoteza că teorema principală a capitolului este demonstrată, putem formula următoarea sugestie: Teorema [ : ] Toate curbele de triangulație ale unui poliedru curbat dat au același număr de dimensiuni, egal cu dimensiunea acestui poliedru curbat *) Capitolul , art : § ] COMPLEXE CURBATE ȘI POLIEDRELE CURBAȚE Observația Fiecare triangulație curbă a unui poliedru curbat G este izomorfă cu o triangulație (în general, o curbă) a unui poliedru dat P homeomorf cu Ho; Astfel, mulțimea tuturor tipurilor combinatorii de triangulații curbe ale unui poliedru curbat poate fi definită în două moduri: a) ca o colecție de triangulații curbe ale aceluiași poliedru P ales arbitrar, homeomorf la un poliedru curbat Naiba Naiba b) ca ansamblu de triangulații ale diverselor poliedre homeomorfe la un poliedru curbat Observația Condițiile pur combinatorii (adică, independente de conceptul de continuitate) pentru ca două triangulații date să aibă inele de diviziune homeomorfe încă nu sunt cunoscute În special, așa-numita conjectura principală ("Hauptvermutung") a topologiei combinatorii, care afirmă că oricare două triangulații ale poliedrelor homeomorfe au subdiviziuni izomorfe, nu a fost încă dovedită : varietati zz-dimensionale Un poliedru care este în același timp o varietate topologică u-dimensională *) se numește varietate poliedrică închisă; poliedre curbate care sunt varietati topologice sunt de obicei numite varietati pur si simplu inchise Încă nu se știe dacă clasa varietăților închise astfel definită coincide cu clasa tuturor varietăților închise topologic: nu se știe dacă există o varietate topologică închisă care nu este un poliedru curbat Varietățile închise unidimensionale sunt homeomorfe cercurilor Varietățile închise bidimensionale nu sunt altceva decât suprafețele închise pe care le-am considerat deja în capitolul , *) Capitolul , art : COMPLEXE [cap IV Cel mai simplu exemplu de varietate închisă n-dimensională este sfera dimensională Sn Triangulația sa poate fi obținută prin luarea unui simplex (n -f- )-dimensional în interiorul sferei SnczRn+ și proiectând granița sa din unele dintre punctele sale interioare pe sferă Un tor tridimensional (adică un produs topologic al trei cercuri, vezi Capitolul , art : ) este, de asemenea, o varietate: pentru a obține o triangulare a unui tor tridimensional, este suficient să luați un tor cu două dimensiuni pliază subdiviziunea baricentrică a unui cub tridimensional, prin lipirea fețelor opuse ale cărora s-a obținut un tor tridimensional (capitolul , itemul : , exemplul ) Este la fel de ușor să construiești o triangulare a produsului topologic al unei sfere și al unui cerc: trebuie doar să folosești modelul acestui produs prezentat în Capitolul , art : , exemplul Pentru a construi o triangulare a unui spațiu proiectiv n-dimensional, definim mai întâi un octaedru regulat (" + )-dimensional în /? w + ca un poliedru convex cu (" - (- ) vârfuri ek, k = , , , "+ , în plus, ek, respectiv, e'k, are toate coordonatele egale cu zero, cu excepția £-th, egală cu , respectiv - Limita lui ("- [- ) octaedru-dimensional ca limită a oricărui („C- a unui poliedru convex d-dimensional este homeomorf la sfera n-dimensională *) Sn și este dat în triangulația Kn, care are proprietatea de simetrie centrală cu față de origine (aceasta înseamnă că fiecare element al triangulației Kn trece printr-o transformare simetrică = -xk, k = , , , " - spații într-un alt element al aceleiași triangulații Kn) Dubla subdiviziune baricentrică**) K* a triangulației Kw are evident și proprietatea simetriei centrale Prin lipirea elementelor simetrice ale triangulației K^y obținem triangulația dorită K’ a spațiului proiectiv P* Alături de triangulația K” tocmai construită, va trebui să avem în vedere (în capitolul , art : ) o altă triangulare a spațiului proiectiv Pn, pe care o vom nota cu K*” Se obține prin luarea subdiviziunii baricentrice duble *) În acest caz particular, acest lucru este ușor de demonstrat direct, de exemplu folosind inducția completă asupra numărului de dimensiuni: un octaedru dimensional regulat („ - ) este un compus din două piramide cu vârfuri ( , , , ) și ( , , ) construite pe „- octaedru regulat dimensional **) S-ar putea renunța la o subdiviziune simplă, adică o singură subdiviziune baricentrică; subdiviziunea baricentrică dublă este convenabilă pentru unele scopuri speciale (vezi mai jos descrierea K$ triaigule-CII, CONECTIVITATEA COMPLEXELOR § ] a octaedrului /z-dimensional și a graniței sale și lipiți împreună elementele triangulației de frontieră (adică triangulația K^" ) care sunt simetrice față de originea coordonatelor Cea mai simplă triangulare a planului proiectiv Р se obține prin lipirea elementelor simetrice între ele (fețe, muchii și vârfuri) ale unui icosaedru regulat (douăzeci de laturi) § Conexiunea complexelor*) : complexe legate Componente Un complex K se numește conexat dacă nu poate fi reprezentat ca un compus din două subcomplexuri închise nevide și neintersectate Cometariu Dacă /C U / și segmentele de linie dreaptă pe și respectiv e'p' în T și T' Avem o linie întreruptă în K (în sens geometric elementar) peeie es ese'p', legând p și p', ceea ce demonstrează că K este conex COMPLEXE [cap IV Din [ : ], [ : ] și [ : ] urmează: Dacă QP ,QS sunt componente ale complexului K, atunci ele sunt poliedre disjunse pe perechi care sunt simultan închise și deschise în /C Acest lucru implică imediat că fiecare componentă a poliedrului K este conținută într-un poliedru Qit și, deoarece Qi este conectat, coincide cu acest QP Asa de: [ : ] Componentele poliedrului K coincid cu corpurile componentelor triangulației sale K [ : ] Consecinţă Toate triangulațiile unui poliedr dat constau din același număr de componente, care este egal cu numărul de componente ale acestui poliedr însuși CAPITOLUL CINCI LEMA LUI SPERNER ȘI CONSECINȚELE EI*) Acest capitol demonstrează câteva teoreme topologice fundamentale, stabilite pentru prima dată de Brouwer Printre acestea, în primul rând: Teorema I Dimensiunea **) a unui simplex închis este egală cu numărul dimensiunilor sale (adică numărul vârfurilor fără unitate) Cu alte cuvinte (ggava , § ): Teorema K (teorema de punte pentru simplex) Pentru orice s > , un simplex n-dimensional închis are acoperiri închise de multiplicitate n-jl; dacă e este suficient de mic, atunci fiecare acoperire z închisă a unui simplex n-dimensional închis are multiplicitatea /r Prima afirmație a acestei teoreme este cuprinsă în teoremele [ : ] și [ : ] din capitolul În esență, această aserțiune este destul de elementară, iar cititorul poate, fără a se referi la capitolul al patrulea, să o demonstreze ca un exercițiu (vezi cu privire la acest subiect instrucțiunile făcute în § ) A doua afirmație a teoremei D exprimă un fapt geometric profund: acesta este cel care constituie conținutul principal al acestui capitol O consecință imediată a celei de-a doua afirmații a teoremei I' este ***): Teorema II Fie Φ un poliedru n-dimensional (m, adică un poliedru a cărui triangulație are numărul de dimensiuni n) Pentru orice p > s suficient de mic, orice acoperire z închisă a poliedrului Φ are multiplicitate Din aceasta și din teorema deja citată [ : ] din capitolul rezultă: Teorema II Dimensiunea oricărui poliedr n-dimensional (adică, având triangulație n-dimensională) Φ este egală cu n Mai departe, din Teorema I din acest capitol se deduce; *) Toate rezultatele acestui capitol sunt dovedite din nou, pe de o parte, în capitolele și , iar pe de altă parte, în capitolele și , dar într-un mod mai puțin elementar decât aici Acest capitol poate fi citit fără citirea celor anterioare, ci doar referindu-se la Capitolul atunci când se face referire la acesta și citind paragraful introductiv preliminar al Capitolului despre simplexe , **) Capitolul , definiție [ : ] ***) Cititorii care au omis capitolul merg direct la Teorema II LEMA LUI SPERNER ȘI CONSECINȚELE EI [l V Teorema III (invarianța numărului de dimensiuni n) Cele două spații euclidiene Rlb și Rm cu numere diferite de dimensiuni n și m nu sunt homeomorfe unul față de celălalt O întărire importantă a acestei teoreme este următoarea propoziție, care este demonstrată în § Teorema IV (invarianța punctelor interioare ale mulțimilor aflate în Rn sub mapări topologice în Rn) Sub maparea topologică C a mulțimii Aț^Rn pe mulțimea Bț^Rn, orice punct interior al mulțimii A (față de Rn) merge la un punct interior (față de Rn) al mulțimii B (și, în consecință , un punct non-interior al mulțimii A merge la un punct non-interior al mulțimii B) Cometariu Teorema IV este demonstrată nu numai pentru spațiul Rn, ci și pentru toate așa-numitele varietăți topologice Mn (vezi definiția lor în Capitolul , Art : ) Demonstrațiile tuturor acestor teoreme date în acest capitol diferă de dovezile originale ale lui Brouwer; ele se bazează pe o propoziție esențial elementară de natură combinatorie, cunoscută sub numele de lema lui Sperner (formulată și demonstrată în § ) Lema lui Sperner nu numai că face posibilă demonstrarea teoremelor I-IV într-un mod neașteptat de simplu, dar este în sine un fapt geometric remarcabil Aceeași lemă Sperner ne permite să dăm o demonstrație foarte simplă a unei alte teoreme Brouwer clasice, și anume, teorema privind existența punctelor fixe sub o automapare arbitrară continuă a unui simplex închis (desigur, orice mulțime compactă homeomorfă la un închis) simplex) Această demonstrație a teoremei lui Brouwer se datorează lui Knaster, Kuratowski și Mazurkiewicz și este acum o clasică Este prevăzut în § § Preliminari*) : Triangulații și subdiviziune baricentrică a unui simplex închis Să enumerăm toate propozițiile din capitolul care vor fi necesare în acest capitol a) Dintre triangulații, este necesară doar triangularea unui simplex închis - acest termen denotă o mulțime finită Kn de simplexuri disjunse în perechi (de un număr diferit de dimensiuni) care îndeplinește următoarele condiții: Orice față a oricărui simplex care este un element al mulțimii Knt este ea însăși un element al mulțimii Kn *) Acest paragraf este destinat numai cititorilor care nu au citit capitolul § ] observații preliminare Fiecare element Tr al multimii Kn este continut („minci”) intr-una si, evident, o singura fata *) a simplexului Tn, numit suport al simplexului Tr Unirea tuturor mulțimilor care sunt elemente ale mulțimilor este un simplex închis T } Din această definiție rezultă: Fiecare față Γ a simplexului Tn este un compus al simplexelor subdiviziunii Kn care se află pe ea De fapt, dacă p e Tr și Τj^Kn conțin un punct p, atunci suportul simplexului Tx este în mod necesar Tr, deoarece altfel două fețe ale simplexului Tn (și anume, Tr și suportul simplexului ^) ar avea o punct comun r Astfel, fiecare punct p C Tr este cuprins în simplexul triangulației K situat pe Γ, ceea ce urma să fie demonstrat Mai departe: / / \ Dacă Tj dat în mod arbitrar *) Vă reamintim încă o dată că o față a unui simplex dat înseamnă întotdeauna o față proprie sau improprie a acestui simplex LEMA LUI SPERNER ȘI CONSECINȚELE EI (CH V Naiba c) Avem nevoie de următorul fapt: Un simplex închis T,b poate fi reprezentat ca o uniune de n + mulţimi închise Al, Ab /L corespunzătoare în mod unu-la-unu vârfurilor e , elf ,en a simplexului astfel încât Ag conţine vârful e şi nu are punct comun cu o faţă închisă a simplexului Tf\ opus vârfului e~ Acest fapt este cuprins în rezultatele capitolului : este suficient să definim Ar ca o stea baricentrică închisă cu centrul er, adică compusul tuturor simplexelor subdiviziunii baricentrice Γn având un vârf dat er al simplexului Γn printre vârfurile lor Putem construi multimile Ar de care avem nevoie intr-un mod putin diferit: trasam prin centrul de greutate al simplexului T planul Rn~i, r paralel cu planul fetei • -en\- Acest plan decupează din Tn un simplex închis care conține vârful er, pe care îl notăm cu Ar (Fig ) d) Pentru orice ε > , întregul spațiu Rn poate fi acoperit de un număr numărabil de mulțimi închise Ar cu diametrul , o acoperire z închisă de multiplicitate - Kn cu toate vârfurile asociate cu diferite vârfuri ale simplexului Tn Și asta înseamnă că scheletul simplexului TȚ se intersectează cu toate mulțimile Lo, , ceea ce urma să fie dovedit Din teorema [ : ] putem deduce cu ușurință: [ : ] Lăsa a = {Lo, , Ap] este o astfel de acoperire închisă a simplexului închis Tn^\e^ \ ce • ei € Ag nu are puncte comune cu o față închisă opusă vârfului ej Apoi D P PLM^O Pentru a demonstra [ : ] este suficient să arătăm că condițiile teoremei [ : ] implică condițiile teoremei [ : ] Luați în considerare o față închisă |^ şi fie i diferit de toate / Atunci T?~~\ înseamnă că nu se intersectează cu | e^ e^ Deoarece acest lucru este valabil pentru orice i z , , fr, apoi | eiQ • • • ^r| suficient de mic, fiecare s-copertă închisă a unui simplex închis n-dimensional are multiplicitatea n -j- Dovada Fie e atât de mic încât nicio mulțime de diametru mai mic decât r nu se intersectează cu toate fețele închise (n - ) dimensionale ale simplexului Tn (deoarece intersecția tuturor fețelor închise (n - ) dimensionale ale simplexului Tn este gol, atunci un astfel de lucru poate fi găsit cel puțin prin lema lui Lebesgue (Capitolul , [ : ]) Alegând s în acest fel, luați niște -coperți a = {A ) ,Lc) În virtutea alegerii noastre a numărului s, niciun A^ care conține un vârf dat ei al simplexului Tn intersectează fața închisă T""- , § ] LOMMA LUI SPERNER e la vârful opus ej Din aceasta, în special, rezultă că niciun AI nu conține mai mult de un vârf al simplexului Tn Să presupunem acum că numerotarea elementelor de acoperire este aleasă astfel încât E • • • > E Dacă > u, atunci luăm o mulțime Aj cu numărul j > n și procedăm astfel: găsim o față închisă Tj — care nu se intersectează cu Aj, ștergem eluentul Aj din capacul a și înlocuim Aj prin Ar U j, notând acest set din nou de către Aț în concluzie După această înlocuire, învelișul a trece într-un înveliș al cărui număr de elemente este cu unul mai mic decât numărul de elemente ale învelișului a și a cărui multiplicitate, după cum este ușor de observat, nu este în orice caz mai mare decât multiplicitatea acoperind a De asemenea, este ușor de verificat că niciun element de acoperire care conține vreun vârf al simplexului Tn se intersectează cu o față închisă opusă acestui vârf Repetand, daca este cazul, aceasta operatie de cateva ori, obtinem in sfarsit acoperirea aw={X ) , An}, îndeplinind toate condițiile teoremei [ : ] În consecință, există un punct care aparține tuturor mulțimilor A , , An, adică multiplicitatea învelișului nu este mai mică de n -|- și, deoarece înlocuirea noastră a unui înveliș cu altul nu crește multiplicitatea învelișului în orice caz , atunci capacul original a avea multiplicitatea U- , ceea ce trebuia dovedit : Invarianța numărului de măsurători pentru [ : ] Fiecare multime compacta in Rn avand η dimensiune ^n Într-adevăr, fiecare mulțime compactă Φc/?ra, fiind o mulțime mărginită, se află într-un simplex închis n-dimensional Tn* Deoarece Tn are acoperiri e închise de multiplicitate nJ - pentru orice e > , atunci Φ are, de asemenea, sunt e-acoperiri închise de multiplicitate n-\-\, ceea ce trebuia demonstrat Din aceasta rezultă: [ : ] Nicio mulțime Aț^Rn care să conțină puncte interioare (în raport cu Rn) nu poate fi mapată topologic la Rm, unde m astfel încât vecinătatea s a fiecărui punct din Tn intersectează cel mult n elemente ale lui a Să luăm acum niște e-noKj ytie închise p = \ВV Bm} multiplicitatea n a mulţimii Tn Pentru fiecare mulțime Bj(^$ definim o mulțime A' ) a după cum urmează: *) Prin schimbarea învelișului a într-o zonă dată Op a punctului p înțelegem trecerea de la învelișul a = {Al , As} la un astfel de înveliș închis a' = {A'l , A's } astfel încât Ai\Ov = i = , , x § ] TEOREMA INVARIANȚEI PUNCTELOR INTERIOARE Dacă Bj nu se intersectează cu Φ, atunci luăm ca Аш) o mulțime arbitrară Aț care se intersectează cu Тп Dacă mulţimea Bj se intersectează cu Ф, atunci, datorită alegerii lui e, se intersectează cu cel mult n elemente ale acoperirii a; notăm unul dintre elementele a care se intersectează cu Bp prin Ai(jy) Construim acum un sistem a" de mulțimi închise A/ după cum urmează: Orice care nu este o mulțime A{^ pentru orice Bj este, prin definiție, un element A/ al sistemului a"; dacă Ar este o mulțime pentru unul sau mai multe, atunci definim A/' ca fiind combinația tuturor acestor B și mulțimea Ap Evident, F UU AD A/£ a" Sistemele a" și a sunt în corespondență unu-la-unu și pentru fiecare i dat, fie A" = Ap, fie A/ este o combinație a mulțimii Ar- și a unei submulțimi a mulțimii Tn Prin urmare, dacă un punct q aparține unor mulțimi Aiv , Aіz, atunci q fie aparține mulțimilor A$p ,A^, fie se află pe T (ambele cazuri, desigur, nu se exclud reciproc ) Prin urmare, dacă demonstrăm că niciun punct Tn nu aparține mai mult de n elemente ale sistemului a", atunci aceasta va demonstra că p este singurul punct care aparține n - elemente ale sistemului a" Să demonstrăm că niciun punct Tn nu aparține mai mult de n elemente ale sistemului a” Fie q un punct al lui Tn Dacă q nu aparține lui Φ, atunci q aparține nu mai mult de n mulțimi Вр; punctul q aparține numai elementelor A^, , Ai ale sistemului a", adică cel mult n elemente Fie acum q un punct Tn Φ și A ? Al, Vp , Bk sunt toate elementele de acoperire aer care conțin punctul q Toate mulțimile # , , Bk se află în vecinătatea s O(q, s) a punctului q și, printre toate cel mult n elemente ale acoperirii a care se intersectează cu O(q, s), există fără îndoială seturi A ^ - jA^ Deci, fie toate elementele lui a care se intersectează cu O(q, s) Iad, Printre ele există și toate Ai(^ pentru / = , , , k, prin urmare, printre toate elementele sistemului a" doar Ad" poate conține punctul q, cu un număr care nu depășește afirmația noastră și acesta este dovedit că LEMA LUI SPERNER ȘI CONSECINȚELE EI [cap V Să luăm acum, în interiorul simplexului Tn, un punct o care nu aparține mulțimii Φ (deoarece p este un punct non-interior al lui Φ, este întotdeauna posibil să găsim punctul o de care avem nevoie) Luați în considerare acele elemente ale sistemului a" care se intersectează cu P ; fie acestea d "L" Notând cu (o A/') unirea tuturor segmentelor închise de forma oq, unde q £ Tn ∩ A">, setăm n = (q;\(q; n m^)) și (olp pentru v și A'” - M'' \ Tn pentru i > v Mulțimea M'" poate diferi de mulțimea A" numai prin puncte aparținând lui Tn, deci un punct care nu aparține lui Tn nu poate fi conținut în mai mult de n mulțimi A În ceea ce privește punctele Tn, doar punctul o poate aparține lui n - [- mulțimi A/" (deoarece altfel proiecția punctului q pe Tn ar aparține lui n - - mulțimi A/', contrar la ceea ce s-a dovedit mai sus) Deoarece o suficient de mic, orice acoperire a' obținută din a prin modificarea mulțimilor Ar- într-o vecinătate s a punctului p este o acoperire de multiplicitate ^n-\- Fie acum punctul ^ = C(p) un punct non-interior al mulțimii Φ=r=C(T'n) Luăm > atât de mic încât imaginea vecinătății a punctului q (în raport cu Φ) sub maparea C" se află în vecinătatea s a punctului p Folosind lema [ : ], modificam multimile C(AZ) in vecinatatea a punctului q astfel incat sa obtinem o acoperire ' de multiplicitate a multimii Φ prin modificarea acoperirii a in s- vecinătatea punctului p, ceea ce este imposibil Afirmația [ : ] este dovedită prin aceasta Teorema [ : ] este acum demonstrată în câteva cuvinte Fie p un punct interior al multimii A este un simplex închis n-dimensional Tp = IeQ ep I Fie C o mapare continuă dată Tn în sine și fie, sub maparea C, punctul p ■ Tn cu coordonate baricentrice LEMA LUI SPERNER ȘI CONSECINȚELE EI [CH V m merge la punctul p' — C(p) cu coordonatele baricentrice /n', m'n (coordonatele baricentrice sunt luate în sistemul {r , en}) Să notăm cu Ar mulţimea tuturor acelor puncte p £ Tn pentru care m' Este clar că toate Ai sunt mulţimi închise Să demonstrăm că ele formează un înveliș Tn care satisface condițiile teoremei [ : ], adică că o față închisă (intrinsecă sau improprie) arbitrară |^ Fie p un punct arbitrar al feței închise | e Apoi + • • • +tag>= >"r" '+ • • • +ot//, de unde rezultă că, cel puţin pentru un ik, avem şi, deci, p£Aik Astfel, teorema [ : ] poate fi aplicată mulţimilor Ai; deci există un punct p aparținând tuturor Λ- Pentru acest punct, inegalitățile m '^ m , mt' poate fi mapată pe un poliedru prin intermediul unui e-shift, și anume, pe un paralelipiped obișnuit cu dimensiuni finite Asta implică: [ : ] Fiecare set închis al unei cărămizi Hilbert poate fi mapat într-un poliedru prin intermediul unei deplasări s pentru orice s> Deoarece toate mulțimile compacte sunt homeomorfe la mulțimile care se află într-o cărămidă Hilbert, rezultă ușor din [ : ]: [ : ] Orice mulțime compactă pentru orice s> poate fi mapată în s într-un poliedru Exercițiu Demonstrați că dintre toate mulțimile închise ale unui spațiu Hilbert, numai mulțimile compacte pentru orice ε > pot fi e-transformate în poliedre (și, în general, în mulțimi închise mărginite situate în subspații euclidiene cu dimensiuni finite ale unui spațiu Hilbert dat) Demonstrați o propoziție similară referitoare la e-hărți (în loc de e-shifts) Planul primului paragraf Prima sarcină principală a acestei secțiuni este de a demonstra următoarea propoziție: Teorema [ : ] (teorema despre maparea lui x) Fie Φ compact Pentru orice e, mulțimea compactă Φ poate fi s-mapată pe un poliedru} în timp ce dacă dim Φ = n} atunci Φ compactă poate fi s-mapată pe un poliedru n-dimensional pentru orice s și pentru e suficient de mic > nu poate fi mapat s la orice poliedru de dimensiune Acest lucru se face la art : și : folosind așa-numitele * mapări baricentrice După aceea, rămâne de demonstrat că pentru Φ situat într-un spațiu Hilbert sau euclidian Rm, e-hărțile noastre sunt realizate prin intermediul unei deplasări s Acest scop este ușor de atins în art : *) Metoda demonstrației constă în faptul că pentru fiecare mapare continuă C a mulțimii compacte Φ într-un spațiu dat Rm, o „mapping baricentric (vezi mai sus) Cm” arbitrar puțin diferită de aceasta este construită într-un poliedru de aceeași dimensiune ca și Φ Dacă C este harta identității, atunci se dovedește a fi o schimbare r Aceste aproximări baricentrice ale mapărilor continue conduc, de asemenea, la rezolvarea celei de-a doua probleme principale din această secțiune, și anume, la demonstrarea teoremei [ : ], care afirmă că fiecare mulțime compactă n-dimensională este homeomorfă pentru unii (închis și mărginit) mulțime situată în /? rt~H: se dovedește că mapările baricentrice, care aproximează o mapare continuă dată a unei mulțimi compacte n-dimensionale Φ în Rm, unde n^- n-φ- , sunt ^-hărți , din care rezultă că pentru orice ε mulțimea tuturor α-hărților unei n-dimensionale a mulțimii compacte Φ într-o bilă închisă /n-dimensională ET pentru η > n -|- este densă în spațiu (S , (Φ, ET) a tuturor mapărilor continue Φ în ET *) Întrucât proba are la bază Observația din capitolul , art : și, în consecință, folosește proprietățile poliedrelor convexe nedemonstrate în această carte, apoi în paralel sunt date câteva formulări slăbite care nu se bazează pe propoziții nedemonstrate în această carte INTRODUCERE ÎN TEORIA DIMENSIONALĂ (Cap V Deoarece (ξ(Φ, Eot) este un spațiu metric complet, iar e-mapările formează o mulțime deschisă în (ξ(Φ, E), din ceea ce s-a dovedit rezultă cu ușurință că mapările topologice Φ în Em nu numai că există, dar chiar și formați o mulțime densă în &(Ф, EL) Aceasta va dovedi teorema [ : ] și teorema [ : ] întărind-o Lema [ : ] Fie C maparea ^ a unei mulțimi compacte X într-o mulțime compactă Y Există un număr pozitiv m] astfel încât fiecare mulțime Bs^Y de diametru are o pre-imagine C~\B) de diametru mai mică decât e Dovada prin contradictie Să nu existe un astfel de m] Atunci, pentru orice număr natural n, se poate găsi în Y o mulțime Bn de diametru e Trecând, dacă este necesar, la subsecvențe, putem presupune că șirurile xn și xn converg, respectiv, către punctele x e X și x' e X Deoarece p(Cxn, Cx'n) , ceea ce contrazice faptul că C este o s-hartă Să aplicăm faptul tocmai stabilit la demonstrarea următoarei propoziții importante: [ : ] Fie dimensiunea lui Φ egală cu n Există s = s(Φ) > astfel încât orice compact Φ' care este imaginea lui Φ sub o hartă ^ are dimensiunea n Dovada Alegem r in asa fel incat multimea compacta Φ sa nu aiba nici o acoperire s inchisa de multiplicitate n Fie f' = c(f), unde C este o s-hartă Să definim pentru această s-mapping numărul m|, ca în [ : ], și să luăm o acoperire în T închisă a' = {A;, , patru} set compact F' Atunci mulţimile Ai = C- (A/) formează un s-acoperire oc al mulţimii compacte Φ, care are multiplicitatea egală cu multiplicitatea acoperirii oc' După definiția numărului s, multiplicitatea învelișului a este în orice caz nu mai mică decât aceeași, de unde și multiplicitatea învelișului tia a' Astfel, fiecare înveliș t al mulțimii compacte Φ' are multiplicitatea ^AZ-fl, de unde rezultă că h dim Ф' >> n § ] TEOREME DESPRE S-SHIFTURI ȘI DESPRE INCLUZIUNI ÎN Rn : operație de măturare [ : ] Teorema de măturare Fie Φ o mulțime închisă situată în poliedrul Π; fie K o triangulație a poliedrului P Există un subcomplex K' al triangulației K și o hartă continuă C a mulțimii compacte Φ pe poliedrul K' cu următoarea proprietate: oricare ar fi punctul x G Φ, există o simplex T > K a cărui închidere conține ambele puncte' , x și C(x) Dovada Fie toate simplexele complexului plex K, care conține punctele Φ și numerotate în așa ordine încât numărul de măsurători T/+ să nu depășească numărul de măsurători Se stabilește φ = Φ, notăm cu Co maparea identitară a mulțimii φ și presupunem că mulțimea Φi și maparea Ci au fost deja definite Dacă Tr-+ c = Φ , există un s-shift C al compactului Φ în poliedrul Π, sub care Φ este mapat pe poliedrul ІГ, care este inelul de diviziune al unui subcomplex Kr al unei triangulații K a poliedrului Φ Pentru a o demonstra, este suficient să luăm o triangulație atât de mică K a poliedrului II încât toate simplecele acestei triangulații să aibă diametrul poate fi mapată pe un poliedru prin intermediul unui s-shift Din [ : ] și [ : ] urmează ușor: [ : ] Orice mulțime compactă pentru orice ε > poate fi mapată ^ pe un poliedru [ : ] Pentru ca multimea compacta Φ situata in Rn sa contina puncte interioare (fata de Rn), este necesar si suficient ca dim Ф = n INTRODUCERE ÎN TEORIA DIMENSIONALĂ [CH VI Într-adevăr, din Фс/?п, atunci în orice caz dim F n; dacă Φ conține puncte interioare față de Rn și, în consecință, un simplex n-dimensional Tn, atunci dim Φ dim Tn = n și, prin urmare, bіshΦ = n Să presupunem acum că compactul Φ cu Rn nu conține puncte interioare Deoarece Φ este o mulțime închisă mărginită în R\, atunci există un simplex Tn zd Φ Să luăm o triangulație K a unui simplex închis P?, ale cărui elemente au diametre mai mici decât un e dat Deoarece Φ nu conține niciun simplex n-dimensional, în special, nici un simplex n-dimensional al triangulației K, atunci în fiecare dintre simplexurile n-dimensionale T ” £ K se poate găsi un punct o care nu aparține lui Φn Să efectuăm acum operația de „măturare”, adică să afișăm setul de PPG-uri în ТПі \ Тпі prin intermediul unei proiecții centrale din punctul og- Deoarece toate punctele Φ aflate pe TPi\T™ rămân la locul lor, aceste balayage, definite în diferite simplexe n-dimensionale ale triangulației K, în totalitatea lor dau o mapare continuă a lui Φ într-un poliedru (n- )-dimensional , care este uniunea granițelor T i\T i ale tuturor simplexelor n-dimensionale ale complexului K Rezultă că pentru orice s > există o e-mapping a mulțimii compacte Φ în unele (n- )- poliedru dimensional, astfel încât, în virtutea teoremei ( : ) dim Ф n — , Q E D : Maparea baricentrică a spațiului într-un nerv de acoperire deschisă Lăsați capacul deschis w=={ ) , } spatiul metric X si sa fie dat un complex simplicial izomorf la nervul unui invelis cu in niste Rn ale caror elemente sunt simplexe (poate degenerate) ale Rn dat Prin câmpul oblic al unui complex înțelegem unirea / r > [- , atunci, alegând vârfurile a, în R ,ca si in pozitie generala, obtinem o triangulatie izomorfa la nervul invelisului ' = \a {) a,- \ £ / , atunci maparea baricentrică* este maparea s a spațiului X într-un poliedru al cărui număr de dimensiuni este cu mai mic decât multiplicitatea acoperirii poate fi mapat s într-un poliedru r-dimensional, iar pentru s suficient de mic nu poate fi mapat s într-un poliedru mai mic decât numărul de dimensiuni Acum vom consolida acest rezultat Fie w = {Op ,OJ un s-copertă deschis kr іtnos r al unui X compact de dimensiune r Fie triangulația care se află în unele R)l izomorfă cu nervul capacului poate fi r-mapată pe un poliedru r-dimensional, iar pentru ^i > suficient de mic nu poate fi r-mapată pe orice poliedru de dimensiune , multimea compacta Φ poate fi r-mapata pe un poliedru cu numarul de dimensiuni r Daca nu există astfel de numere r, atunci dimensiunea lui Φ este egală cu infinitul ' : Aproximații baricentrice ale unei mapări continue date a mulțimii compacte Φ în Ru Teorema privind deplasările în s Lăsa; având în vedere o mapare continuă C a unei mulțimi compacte Φ în Rn și un număr s>(n Să luăm o> atât de mic încât p(x, x') ), atunci, în virtutea corespondenței unu-la-unu a lui C', maparea C'C^ este de asemenea o α-mapping ? Fie, ca mai înainte, dim Φ = r și, în plus, r " Numărul pozitiv s este arbitrar, o suficient de mic: și anume, de la p(x, x') r~r Oricare ar fi numerele pozitive r și a, se poate găsi o ^-mapping a mulțimii compacte Φ într-un poliedru r-dimensional Ks^En care satisface inegalitatea p(Cx,Ca)x) , mulțimea tuturor ^-mapărilor multimii compacte r-dimensionale Φ în bila închisă n-dimensională En este densă în spațiul S(Φ, En) al tuturor mapărilor continue ale mulțimii compacte Φ în En Observăm încă o consecință a teoremei [ : ] Fie C maparea identităţii; atunci maparea este o schimbare S și obținem următorul rezultat: [ : ] Orice set compact r-dimensional pentru orice e> poate fi mapat printr-o deplasare r pe un poliedru r-dimensional situat în spațiul /? + care conține spațiul dat Rn Cometariu Fie W un spațiu euclidian arbitrar care conține un compact r-dimensional Φ Rnt care conține date *) Arta nu paisprezece § ] TEOREME DESPRE S-SHIFTURI ȘI DESPRE INCLUZIUNI ÎN Rn spațiul B™ Luăm vârfurile Rn ale xplexului într-o apropiere dată arbitrar de Rm cu RP ~ Aplicând teorema [ : ], producem o deplasare e a mulțimii compacte Φ in Returnând vârfurile în spațiul Rm printr-o deplasare mică Q, obținem o mapare Сі a poliedrului pe mulțimea Q, care este un compus dintr-un număr finit de simplexe închise (de forma Q (Г), unde Г £ / poate fi mapat printr-un r-shift pe un poliedru r-dimensional situat în același Rn În cele din urmă, fie Φ o mulțime compactă r-dimensională situată într-o cărămidă Hilbert Fie un arbitrar s> și un e-copertă deschis de multiplicitate r : ^{Op ,, ,) a compactului Φ Să luăm o deplasare s C a mulțimii compacte Φ în unele n^ r ~ a cărui angulare este izomorfă cu nervul de acoperire și este formată din simplexe cu diametrul Pentru e suficient de mic, numărul de dimensiuni ale poliedrului D'/, în virtutea [ : ], nu poate fi mai mic decât r și, prin urmare, este egal cu r Asa de: [ : ] Orice compact r-dimensional situat într-o cărămidă Hilbert, pentru orice s> , poate fi mapat pe un poliedru r-dimensional prin intermediul unui r-shift Din cele dovedite rezultă: [ : ] Dimensiunea multimii compacte Ф? situat într-o cărămidă Hilbert poate fi definită ca cel mai mic dintre numerele r care îndeplinește următoarea condiție: pentru orice s > există o deplasare e a compactului Φ în cărămida Hilbert mapând Φ pe un poliedru r-dimensional Observația Din demonstrațiile teoremelor acestui articol rezultă că poliedrul pe care Φ este mapat prin intermediul unei deplasări r poate fi întotdeauna considerat corpul unui subcomplex al nervului oricărui spațiu închis suficient de mic deschis acoperi *) Capitolul d , art : , observația INTRODUCERE ÎN TEORIA DIMENSIONALĂ [cap VI firma F), iar acest nerv în sine trebuie construit în apropiere suficientă de învelișul dat cu (vezi capitolul , art : , observația ) : Teorema de includere pentru mulțimile compacte r-dimensionale din A Acest articol demonstrează următoarea teoremă principală: Teorema [ : ] Fiecare compact r-dimensional este homeomorf pentru un set aflat în interior Demonstrarea se bazează pe teorema [ : ] și pe următoarea lemă: Lema [ : ] Fie xi Y mulțimi compacte arbitrare și s> ; fie K) spațiul hărților continue ale unei mulțimi compacte X în Y Mulțimea tuturor ^-hărților de la o mulțime compactă X la o mulțime compactă Y este deschisă în spațiul &(X, Γ) Este suficient să demonstrăm că orice hartă Cr £&(X, F) care este suficient de apropiată (în sensul metricii &(X, Y)) dintr-o s-hartă C este ea însăși o s-hartă Definim un număr s și un s-mapping C dat conform Lemei [ : ] și presupunem că Cr satisface inegalitatea p (C, Fie X} și x sunt două puncte ale mulțimii compacte X mapate de C' pe același punct y £ Y Atunci p (Cx,, Cx ,) o (Cx^C'x,) p (C'x,,C'x )-fp(C, r )Cx ') a -a + | = ^, de unde rezultă din definiția lui m] că p(xnx ) , este o hartă s Rezultă că toate elementele mulțimii Acestea sunt doar stomapi unu-la-unu Φ în Ev și, deoarece Φ și En sunt mulțimi compacte, toate aceste mapări sunt mapări topologice, ceea ce urma să fie demonstrat Rețineți că raționamentul tocmai făcut conține o demonstrație a următoarei teoreme § ] TEOREMA PRIVIND HARTĂRI ESENȚIALE Teorema [ : ] La orice mapare continuă C a unei mulțimi compacte Φ de dimensiune r în spațiul euclidian Rn, unde //'> r-jl, n, pentru orice t > , se poate găsi o mapare topologică Co care satisface pentru toate χ e Φ conditia p(Cx,Cox) și Ѳ, construiți raza oCy x, notăm cu Cx punctul intersectia acestei raze cu sfera S "- si prin C $ x - un punct care imparte segmentul C, ',) x C x in relatia (in - y): ( - Deformatia rezultata C , este necesara deformare admisibilă În această secțiune demonstrăm următoarea propoziție, care, la fel ca teorema pe e-hărți (pe s-shifts) demonstrată în secțiunea anterioară, este una dintre principalele teoreme ale teoriei dimensiunilor: Teorema [ : ] Orice mulțime compactă r-dimensională poate fi mapată în esență pe un simplex închis r-dimensional, orice mapare continuă dintr-o mulțime compactă r-dimensională pe un element n-dimensional pentru n > r este întotdeauna esențială Observație În special, orice mapare continuă a unui segment pe un pătrat („curba Peano”) este neesențială Observația Din teorema [ : ] rezultă că dimensiunea unei mulțimi compacte Φ poate fi definită ca cea mai mare dintre acele numere întregi r pentru care este posibilă maparea acestei mulțimi compacte în esență pe un simplex închis r-dimensional, sau , ceea ce este același, pe r - minge de măsurare : Demonstrarea teoremei [ : ] Să demonstrăm mai întâi a doua afirmație a teoremei [ : ]: pentru η > r orice mapare continuă a unei mulțimi compacte r-dimensionale Φ pe un element n-dimensional En este neesențială Evident, fără pierderea generalității rezultatului, putem presupune că En este o bilă n-dimensională închisă Fie C o mapare dată Φ în En; prin teorema [ : ] (și o remarcă la această teoremă) se poate găsi arbitrar puțin diferit de C § ] TFOPEMA PRIVIND HARTĂRI ESENȚIALE o mapare a mulțimii compacte Φ pe o mulțime K^aEn, care este un compus dintr-un număr finit de simplexe închise de dimensiune, datorită inegalității r astfel încât pentru orice mapare continuă Cx a mulțimii compacte Φ în En care diferă de C cu mai puțin de e (adică, satisface inegalitatea p( Cx, Ctx)O pentru toate χ e Φ), o bilă n-dimensională L* concentrică cu bila este conținută în C\(Φ) Vom demonstra o propunere mai puternică: [ : ] Fie C o mapare esențială a unei mulțimi compacte Φ pe o bilă En de rază cu centrul o Fie E^ bila oadiu concentrică cu mingea En Fie o sferă care mărginește bila En și = C'^S " ) Dacă e punctul care împarte segmentul Co(x) C(x) în raportul :( - ) Acum să construim o minge E? raza r r, segmentul C(x) Ci(x) se află în afara bilei E”* Notăm limita bilei E" prin Definim harta Cq, ^ , după cum urmează cale: Dacă p (o, Cx) r, atunci desenăm raza oC (x) și considerăm segmentul A al acestei raze cuprins între Z " și Z? , luat cu o direcție spre centrul o al bilelor noastre Atunci CqX este un punct al segmentului C (x)C (x) care împarte acest segment în aceeași relativă INTRODUCERE ÎN TEORIA DIMENSIONALĂ [cap VI n moment în care Cx se împarte într-un segment egal A În special, dacă Cx £ Sn~l, atunci pentru tot avem C}x~Cx Pe de altă parte, dacă Cx £ S"" , atunci Cox - C(x) Dacă Cx se află în interiorul mingii Eng, atunci Cox - Cx Deoarece C*o coincide în mod evident cu CQ~C, familia de mapări Co formează o deformare a mapării C astfel încât pentru toate χ £ pentru orice avem Cox - Cx Cu alte cuvinte, ele formează o deformare admisibilă a hărții esențiale C Prin urmare, toate hărțile Co sunt hărți ale compactului Φ pe bila En Mai mult, întreaga lățime E”n este conținută la orice în Ce(F) În cadrul mapărilor, numai acele puncte ale compactului Φ pot fi mapate la E^ care, sub maparea C, sunt mapate la E": dar în aceste puncte mapările Ch și Co coincid, deci decât Propunerea [ : ] și, prin urmare, a doua afirmație a teoremei [ : ] sunt dovedite Să trecem la demonstrarea primei afirmații a teoremei [ : ] Orice compact n-dimensional Φ poate fi mapat în esență pe un simplex închis n-dimensional Dovada Să luăm e > atât de mic încât mulțimea compactă Φ nu poate fi încorporată pi în vreun poliedru de dimensiune există o acoperire s închisă a mulțimii compacte A de multiplicitate care nu depășește Z -J- Luați o husă "Oh si? • • • > s } INTRODUCERE ÎN TEORIA DIMENSIONALĂ [Ch VI multiplicitățile mulțimii , = ! P L și notăm cu o numărul Lebesgue al copertei a Se consideră pentru Ă = , o acoperire a închisă de multiplicitate n -j- a mulțimii Ax ax={ , -L}- Lăsa A} Xx toate elementele axei de acoperire care nu se intersectează cu Lo Să desemnăm mai departe, prin Lid, , li, ^ x toate elementele ax care se intersectează cu λ?' și prin L/d, , Ацт^ ; toate elementele ax care se intersectează cu A°, (/ > ), dar nu se intersectează cu niciuna dintre mulțimile A*, ,L/ i Sa punem B} = a} pentru z= , , ,ux și V ° \u d L * U U L * U L * U L; pentru i= , , i r, z,/^l i i,l hm iu unele Ві se pot dovedi a fi goale Mulțimile /#/, B] formează în mod evident un r-copertă P închis al mulțimii A Rămâne de demonstrat că multiplicitatea învelișului ( nu depășește Pentru aceasta remarcăm, în primul rând, că niciun B\ nu se intersectează cu vreun B*, întrucât un punct aparținând lui B/ și lui Bk ar aparține lui și deci nu există, întrucât nici B} și nici B, prin însăși definiția lor, nu se intersectează cu Mai mult, a , a a sunt sisteme de mulțimi, fiecare dintre ele având multiplicitatea n ; în plus, este numărul Lebesgue al sistemului a și B® C (λ, o) De aici rezultă că pot exista cel mult n mulţimi de fiecare tip B\> B} cu intersecţie nevide Prin urmare, dacă multiplicitatea sistemului p depășește numărul m , aceasta înseamnă că în p există n-\- mulțimi de forma ( : ) în;, , adică r lp^+ p pn+ În același timp, toate sunt diferite unele de altele, deoarece A \ k h, se intersectează cu D ^ și nu se intersectează cu niciun Du, j n Dovada Se dă că pentru un dat arbitrar mic s > , fiecare punct p £ Φ are o vecinătate Op care îndeplinește condițiile: S (Op) - Este necesar să se construiască o acoperire r închisă a mulțimii compacte Φ de multiplicitate n -j- Pentru fiecare punct p e Φ construim o vecinătate Op care satisface condițiile și și alegem dintre ele un număr finit de vecinătăți o, = Oya - Orc, acoperind intregul spatiu F Prin Teorema [ : ] setul și (Os\( este posibil să se găsească o vecinătate Ox de diametru R~n Naiba în ness dar nu O- , atunci spunem Exemplul Dacă R este o mulțime perfectă Cantor sau mulțimea tuturor numerelor iraționale, atunci ind; ?Ap=O în fiecare punct x e R O mulţime compactă formată dintr-un punct o şi cercuri convergente spre o care nu au puncte comune în perechi (Fig , a) are dimensiunea în punctul o Dar dacă fiecare cerc îl atinge în exterior pe următorul (ca în la naiba , e) și R este din nou format din toate aceste cercuri și din punctul o către care converg, atunci ind /? = Una dintre principalele propuneri ale teoriei dimensiunilor este următoarea: Teorema [ : ] (Urysohn) Pentru orice compact Φ dimensiunea coincide cu dimensiunea inductivă' A ( : ) dim F = ind F În această secțiune, vom discuta doar o parte a acestei teoreme, și anume inegalitatea *) ( : ) dim F ips Ф va fi demonstrată în secțiunea următoare Inegalitatea ( : ) decurge cu ușurință din [ : ] *) Această inegalitate poate fi ușor transferată în cazul în care Φ este o mulțime compactă arbitrară (vezi P S Aleksandrov, The foliation theorem in theory of the dimension of compact spaces, Communications Ak Nauk Gruz SSR, , , pp - ) Dacă egalitatea ( : ) este valabilă pentru orice bicompacta Φ este încă necunoscut Introducere în teoria dimensiunilor [cap vi Într-adevăr, pentru setul gol (și numai pentru el) avem ind = dim = - Astfel, putem spune că din ind Ф - urmează dim Ф - Să presupunem că s-a demonstrat că din ind ↦ n - rezultă dim ↦ n - , iar din ipj ↦ ↦ n rezultă că ↔ ↦ ↦ r; iar când / • • • > Pwîo • • * se spune că sunt asemănătoare între ele dacă învelișurile am și pw sunt similare Toate rezultatele acestei secțiuni se bazează pe următoarea teoremă: [ : ] Orice succesiune ( ) otp , " unde am este o acoperire &m ireductibilă a lui Φ și lim ew = > conține o subsecvență similară cu un lanț de subdiviziuni ale lui Φ Secțiunea cercetare Dovada Fie = și presupunem că tpk a fost deja determinat Notați cu /n r+ primul număr natural astfel încât eNa+ este numărul Lebesgue al acoperirii aw/c Subsecvența secvenței ( : ) obținută în acest fel este din nou notată cu ( : ) iar s-ul corespunzător prin sw Astfel, ( : ) este o secvență de ^-acoperiri ireductibile ale mulțimii compacte Φ, iar sw+ este numărul Lebesgue al acoperirii aw, de unde, în special, rezultă că sw+t ^ Să presupunem că toate elementele toporului de acoperire sunt numerotate în formă A* ) • • •' A*" unde denotă diverse combinații de m indici Ch' • * •> It* Lăsa sunt toate elementele acoperirii , A^l x; conexiunea elementelor nou selectate ale capacului aw+ se notează cu A*l Să demonstrăm că A*fe^ , adică că există întotdeauna elemente ale acoperirii aw+ care se intersectează cu A*ki, dar nu se intersectează cu niciun A*h Într-adevăr, mulțimile A*k sunt cuprinse în vecinătatea ew+i, respectiv, a mulțimilor A*k și, în consecință, formează un arici-acoperire al mulțimii compacte Φ al cărui nerv este un subcomplex al nervului KLT al acoperirii aw, care coincide cu întregul complex datorită ireductibilității învelișului De aici rezultă că niciuna dintre mulțimile A* k nu poate fi goală Luați în considerare acum o succesiune de mulțimi de formă ( * ) A * • • * INTRODUCERE ÎN TEORIA DIMENSIONALĂ [cap Vt Deoarece (Li unde indicii sunt fix și toți ceilalți indici /rm+ acceptă liber toți cei disponibili valori pentru ei, notate cu • Să demonstrăm câteva proprietăți ale mulțimilor Ві± z Din însăşi definiţia acestor mulţimi rezultă că * • • gm U Ві{ * • • Seturile Віг^іт sunt închise Într-adevăr, să existe o succesiune de puncte ( , ) Xb ^nm^^ + ,***,X^ *'\mhkm + ^ + setează Vіl , * g ni Deoarece fiecare dintre indicii ^+ A^+ , poate lua doar un număr finit de valori, atunci în ( : ) există o subsecvență ( : ) în care ia aceeași valoare Aw+ , în ( : ) există o subsecvență ( : ) în care ia o valoare constantă și așa mai departe Subsecvența diagonală a secvențelor ( : ), ( : ), etc converge către punctul Хіу ••• imhw j h- - - В^V'ітУ ceea ce demonstrează că B^ ^ este o mulțime compactă și, în consecință, o mulțime închisă a lui Φ Pentru orice m fix dat, mulțimile Bix formează o acoperire închisă a mulțimii compacte Φ Într-adevăr, să fie χ un punct arbitrar al compactului Φ Alegem mulțimile ( : ) D/ , D , , D/» t t ѵ ' ii ŞI '”lm cu conditia ca punctul x sa fie cuprins in fiecare dintre ele si argumentam ca in dovada paragrafului anterior Se obține o subsecvență ( : ) a secvenței ( : ), în care primul indice ia aceeași valoare, apoi o subsecvență ( : ) a secvenței ( : ), în care al doilea indice ia aceeași valoare / etc Ca rezultat, obținem o succesiune de numere naturale Zp ••• § ] SECVENȚELE SUBDIVISIUNILOR și secvențe ( : ), ( : ), ( : ), ( : ;n) , dintre care fiecare (cu excepția primei) este o succesiune a celei precedente, și care sunt de așa natură încât toate elementele din ( : w) au ca primii indici Subsecvența diagonală, așa cum este ușor de observat, converge către punctul x , și deoarece toate elementele acestei subsecvențe diagonale (fiind elemente ale șirului ( : )) conțin punctul x, apoi x - x^ * și, prin urmare, { g gt (cu \ E sfe|-, adică a multimii A-r unde sw+ este numărul Lebesgue în a invelisului am, adica invelisul Cm al multimii compacte Φ, care (datorita ireductibilitatii lui am) are acelasi nerv K$m - Kat ca invelisul ","* Astfel: Coperta este o copertă GM ireductibilă, asemănătoare cu coperta de la Să notăm cu Г are dimensiunea - p Dovada Având în vedere s > Este necesar să se găsească o acoperire s închisă cu multiplicitatea r — p+ a setului compact B — B™ P PV™ Luăm un număr natural atât de mare i care sw Să luăm m astfel încât sw - ; să demonstrăm că ^Φ η, atunci prin Teorema [ : ] fiecare punct χ e Φ are o vecinătate arbitrar mică a cărei graniță are dimensiunea - și, în consecință, după ipotezele noastre, și dimensiunea inductivă - Dar atunci, prin definiție, de dimensiune inductivă ipbF -> n, care urma să fie demonstrată Să deducem din teoremă [ : ] încă o propoziție importantă O mapare C de la o mulțime X la o mulțime Y se numește n-fold dacă imaginea prealabilă a fiecărui element al mulțimii Y sub maparea C constă din cel mult n elemente ale mulțimii X și există cel puțin un element a mulțimii K, a cărei pre-imagine este formată din n elemente ale mulțimii X; numărul n se numește în acest caz multiplicitatea hărții C Teorema [ : ] Orice compact Φ de dimensiune n care nu conține puncte izolate poate fi reprezentat ca imaginea unei mulțimi perfecte Cantor pentru o mapare continuă de (n - j - ) ori*, pe de altă parte, orice compact care este imaginea lui un set perfect Cantor pentru unele (“-[-] cartografiere continuă multiplă, are dimensiunea m^ n și nu conține puncte izolate Să demonstrăm mai întâi partea a doua a teoremei Fie o mulțime compactă Φ imaginea unei mulțimi perfecte Cantor P sub o mapare continuă de {n - - )-fold C Împărțim P în două bucăți *) P și P de diametru , fiecare dintre ele în două bucăți Pu și P de diametru g etc **) Imagini it = СРІV , іт piese /w (pentru m dat) formează un r^-acoperire a mulțimii compacte Φ, iar /mm = Mai mult, dacă pentru m dat punctul x e Φ aparține ѵ elemente diferite Bіr іm ale capacului, atunci în ѵ bucăți diferite de P^ există printr-un punct aparținând preimaginei Deoarece C este o mapare de (n - f - ) ori, atunci ѵ și o minge cu raza e și centru la originea o a spațiului Rn, § ] APLICAȚII LA COLECTORELE TOPOLOGICE Să mapam mingea En pe mingea en printr-o transformare similară Apoi domeniul Γ va merge la domeniul care conține punctul o, iar compactul Φ va merge la compactul φ de dimensiunea - , în timp ce atât cât și cp se află în interiorul mingii en, iar limita domeniului este conținută în φ și, prin urmare, are dimensiunea n - Deoarece este o vecinătate a punctului o, având un diametru , e , en) și e' , e^) sunt echivalente dacă această mapare este pozitivă**) Din proprietățile mapărilor afine rezultă că relația de echivalență tocmai introdusă conduce la o împărțire a mulțimii tuturor scheletelor ordonate ale unui spațiu euclidian n-dimensional dat în două clase A orienta spațiul înseamnă a numi nucleele uneia dintre aceste clase pozitive și celeilalte negative Același concept poate fi formulat astfel: Definiție [ : ] A orienta un spațiu euclidian n-dimensional înseamnă a defini pe toate scheletele sale ordonate R"(eo>elt care ia valoarea pe toate scheletele unei clase și valoarea - pe toate scheletele unei alte clase O astfel de funcție RtL(e^ Mn) se numește orientarea spațiului Un spațiu cu o orientare ev definită în el mf se numește spațiu orientat Observație În această secțiune, vom desemna prin spațiu orientat n-dimensional, notând un spațiu fără o orientare definită prin: este puțin probabil ca acest lucru să conducă la neînțelegeri Observația Evident, fiecare spațiu euclidian are două orientări reciproc opuse Dacă una dintre aceste orientări este notată cu Rn, atunci cealaltă este Rn Observația Dacă n , adică spațiul este un punct o, apoi în întreg spațiul există un singur cadru ordonat Totuși, definiția [ : ] rămâne valabilă și pentru acest caz: orientarea R}, totuși, prin definiție capătă valoarea -g în punctul o, iar orientarea -R , prin definiție, ia valoarea - la punctul o *) Vezi Anexa II, art **) Anexa II Orientări eu § ȘI Un spațiu L cu dimensiuni zero o cu o orientare °° (o) = ~ , respectiv (o) = - , se numește de obicei „punct o cu coeficient + , respectiv - ” OBSERVAȚIA P Orientarea Y? a dreptei І^ ) ia scheletele ordonate (£ , iar (^', ^') aceeași valoare dacă vectorii -► -► eoe și au aceeași direcție OBSERVAȚIA Orientarea planului ia aceeași valoare pe scheletele ordonate (e , e'e ) și (x', e'v e') dacă ambele ocolesc: (e ie e ) și (e', e'p) [^ , elt £ | și |^', e'v e'f sunt comise în aceeași direcție (adică ambele în sens invers acelor de ceasornic sau ambele în sensul acelor de ceasornic) Următoarea observație este foarte importantă: Observație Fie |/?A| dat un simplex (u- )-dimensional |^ £n| iar două puncte e'Q și r" care nu se află în planul acestui simplex Atunci orientarea (arbitrară) Rn a spațiului |/?n| ia pe scheletele ordonate m<> aceeași valoare dacă e'Q și e „Q minți o parte a planului și valori opuse valori, dacă punctele e ' și e "Q se află pe laturile opuse ale planului Într-adevăr, pe baza teoremei [ ^ ] din Anexa II, harta afină luând este pozitiv dacă e'o şi e''o se află pe aceeaşi parte a planului I/?”- !, iar negativ în caz contrar : Orientarea simplexului și a scheletului Luați în considerare )! diverse schelete ordonate care pot fi obținute dintr-un schelet n-dimensional dat, în special, din scheletul unui simplex n-dimensional dat*) Aceste schelete ordonate sunt numite schelete ordonate distincte ale scheletului sau simplexului dat Mulțimea tuturor acestor schelete ordonate este împărțită în două clase: două schelete ordonate aparțin prin definiție aceleiași clase dacă trec unul în celălalt printr-o permutare uniformă Observația Dacă un schelet n-dimensional dat este scheletul unui Tn simplex cu |/?«|, atunci două dintre scheletele sale ordonate aparțin aceleiași clase în sensul tocmai stabilit dacă sunt echivalente în sensul artei : , adică sunt traduse unul în celălalt printr-o mapare afină pozitivă (vezi Anexa II, teorema [ : ]) A orienta un schelet sau un simplex înseamnă a face referire la toate scheletele sale ordonate aparținând cuiva *) Prin scheletul n-dimensional aici putem înțelege orice mulțime formată din n + elemente, de unde, în special, scheletul unui simplex, precum și scheletul unui simplex degenerat al unui spațiu euclidian Alexandrov P S lanțuri, operatorul A [cap viii semnul de clasă -j- , și toate scheletele ordonate aparținând unei alte clase, semnul - Cu alte cuvinte: Definiție [ : ] Orientarea unui schelet dat sau simplex Tn - I eQ, ,en\ este o funcție impară definită pe toate scheletele ordonate (de exemplu, , valori ± Observația Pentru a determina o anumită orientare a unui simplex dat, este suficient să o specificați pe unul dintre unele schelete ordonate ale acestui simplex, de exemplu, pe un schelet ordonat (£ , , n) și - (e Unul dintre aceste simplexe orientate este de obicei notat cu t, celălalt cu -tn Dacă ttl este orientarea simplexului T\ atunci se scrie \tH\-Tn Apoi și | - = TTL, Observația Vom identifica în mod constant ambele concepte: orientarea unui simplex dat și simplexul orientat, deoarece fiecare dintre ele îl determină în mod unic pe celălalt Observaţia În cazul n = , simplexul '° = | are un singur vârf și, prin urmare, un singur arbore de acoperire ordonat *) O funcție impară a argumentelor zz-|~l date este o funcție care își schimbă semnul (și își păstrează valoarea absolută) pentru orice permutare impară a argumentelor sale Din această definiție rezultă că o funcție impară își păstrează valoarea sub o permutare pară a argumentelor sale ORIENTARE ' ( GBP) Cu toate acestea, definiția [ : ] rămâne valabilă și în acest caz: dacă (E ) este o orientare care ia valoarea -|- în punctul e , atunci -(r ) este o orientare care ia valoarea - în punctul eQ Aceste orientări ale simplexului zero-dimensional se numesc pe scurt: puncte cu coeficient -|- , respectiv - Observația Dacă zf>l, atunci ambele orientări ale unui simplex n-dimensional dat corespund unu la unu claselor scheletelor sale ordonate: o orientare dată corespunde clasei pe care această orientare ia valoarea -|- Prin urmare, în cazul , este posibil (și în majoritatea cazurilor este obișnuit) să se identifice ambele concepte: orientarea unui simplex și clasa de schelete ordonate ale acestui simplex și printr-un simplex orientat (£ en ) ne referim la clasa care contine scheletul ordonat (r , , £p) Cu toate acestea, trebuie să ne amintim că pentru n = , această identificare a conceptelor este imposibilă, deoarece în acest caz există o singură clasă de nuclee ordonate și, ca întotdeauna, există două orientări Observația Toate definițiile acestui articol rămân cuvânt cu cuvânt și pentru simplexele degenerate : Corpul unui simplex orientat Fie trl un simplex orientat al unui |/?w| dat Simplexul închis corespunzător, adică închiderea convexă a scheletului simplexului, se numește corpul simplexului orientat tn Cometariu Aceeași definiție este aplicabilă și simplexurilor degenerate orientate: corpul unui simplex degenerat orientat este închiderea convexă a scheletului său (după cum știm, simplexurile degenerate coincid cu scheletele lor) Corpul simplexului orientat tn este notat cu ii paisprezece Continuarea orientării tn la orientarea \ Produsul orientărilor tnRn și /"Z* Să fie dat simplexul T, b = |^ | în Rn; fie tn o oarecare orientare a simplexului Tn Funcția tn este definită pe toate scheletele ordonate ale simplexului "; în virtutea remarcii , art : funcția tn poate fi extinsă la mulțimea tuturor cheilor n-dimensionale ordonate (n , ,nn) ale spațiului prin setarea dacă o mapare afină care duce la (To' ^en)> pozitiv și presupunând *) i” Oo, • • • ,en} = - tn ( • • • • • • pentru orice schelet ordonat (r , ,rn) al spațiului ]/?n|; dacă orientările lui Rn și tn sunt aceleași, atunci orientările sunt Rn și, în mod natural, se spune că sunt opuse Acum să fie o anumită orientare a simplexului Tn - I tn\ c: |/?n I și o anumită orientare Rn a spațiului | Rn |; consideram functia tn extinsa la intregul spatiu | Rn | Apoi, pentru orice nucleu ordonat (r , spații ] ?n| produsul • • • >^n)' (^ > • • • „^n)” egal cu dacă orientările lui tn și Rn sunt aceleași și egal cu - dacă orientările sunt opuse Asa de: [ : ] Muncă două orientări tn și Rn (adică două funcții tn (e , , și Rn (tf , , en) definite pe toate scheletele ordonate ale spațiului | Rn |) este constantă și egală cu dacă orientările tn și Rn sunt aceleași și egale cu - dacă aceste orientări sunt opuse Fie, în final, în j Rn | date două simplexe = І^yu eln I = și Tț = ]^ e ) J iar unele din orientările lor şi /£ Considerând că aceste orientări sunt extinse la toate I Rn |, putem vorbi fără alte explicaţii despre egalitatea sau opoziţia lor, precum şi despre produsul lor În acest caz, produsul a două orientări t\ este din nou o constantă egală cu dacă aceste orientări sunt aceleași și - dacă sunt opuse Cometariu Orientarea regiunilor spațiului I Rn ] Întrucât între orientările simplexului Tn şi spaţiul care îl poartă |/?n| Deoarece s-a stabilit o corespondență unu-la-unu, putem încă defini noțiunea de simplex orientat într-un mod nou: un simplex orientat іп este o combinație de două concepte: simplexul \tn\ și orientarea spațiului I Rn | care poartă acest simplex Comoditatea acestei noțiuni constă în faptul că poate fi transferată direct în cazul oricărui domeniu de n-dimensional *) Pentru concizie, vom spune: „continuați orientarea lui tn către întreg spațiul | Rn ("" în loc de "continuați orientarea lui tn la mulțimea tuturor scheletelor ordonate n-dimensionale ale spațiului ORIENTARE § ] spațiu, în special, orice poliedru convex, bilă, semi-spațiu etc Definiție [ : ] Regiunea orientată a spațiului |/?p| mulţimea celor două concepte se numeşte: ) o zonă dată şi ) o anumită orientare Rn a spaţiului care o poartă Este evident, în special, că orice domeniu Tn e Rn are două orientări; dacă unul dintre ele este notat cu atunci celălalt va fi notat cu -Ж : Orientare Fie simplexul Tn~l - | ep este o fata a simplexului Tn - |eQe en\\ sa se dea o orientare tn~l a simplexului Tn~* Definim orientarea simplexului Tn astfel mod: fie (r , un schelet ordonat arbitrar a simplexului Tm, pornind de la vârful eQ Sa punem eiv ,e(n) = tn-i ,ein), adică, oferim orientări pe (> , , ^), prin definiție, valoarea pe care o ia orientarea tn~r (еіѵ , у Prin aceasta se defineste orientarea, in virtutea Remarcii Art : ) pe toate scheletele ordonate ale simplexului Tn Dacă (*o> eiv • * * A*m) și (*o> ejv • • • ' două schelete ordonate începând de la vârful e , apoi paritatea permutării om Hh-•-eR la fel ca paritatea permutării deci o orientare care ia (r > %>•••>%) valoarea (e/v , ein) ia (e , e^, , e^ valoarea tn~' {e ^, ,ejn) Cu alte cuvinte: orientarea nu depinde dacă care a ordonat scheletul (^ , , ejn) a servit la determinarea acesteia, dar depinde numai de orientarea dată și, prin urmare, denumirea (ebtn~l) este legitimă Cometariu Pentru n> , definiția orientării (ebtn~r) poate fi simplificată: dacă ==(^ ^n), atunci prin definiție există (^ e^ Următoarea propoziție importantă rezultă din teorema [ : ] din Anexa II: [ ] Lasă în |/?m| dat un avion și cele două puncte ale sale e' şi e"\ să fie date două în acelaşi mod orientate LANŢURI OPERATOR D [CH VII simplex fix și t^ Apoi orientările u (X" ) sunt identice sau opuse, în funcție de faptul că punctele e și e sunt situate pe aceeași parte sau pe părți opuse ale planului Deosebit de important este cazul special al propoziției [ : ]: [ : ] Dacă un simbol orientat plex ip~A și date două puncte ef și e" situate în spațiu | în afara planului | , atunci orientările (e'tn~}) și (A™" ) sunt aceleași dacă punctele e' și e" se află câte una pe rând latura planului |Y?™- și sunt opuse dacă aceste puncte se află pe laturi diferite ale acestui plan, şaisprezece Imagini afine ale orientărilor Fie o mapare afină a spațiului |Y?$| la spaţiul |/?«| Dacă R$ este o orientare a spațiului |U?p[, atunci definim orientarea spațiului ] R” | prin cerința ca acesta să ia pe coloana vertebrală ordonată (S^o, , valoarea pe care o ia orientarea R$ , e^): ( : ) ), sau, care este la fel, ( : -J) ) = R? ((^)"H " ( ^)-' ) pentru orice nucleu ordonat („o, ) al spațiului Deoarece orice orientare a unui simplex este legată în mod unic de o anumită orientare a spațiului care poartă acest simplex, atunci ( : ) conține și definiția imaginii de dezorientare a oricărui simplex sau, în general, un poliedru convex T™ sub un cartografiere afină În conformitate cu aceasta, putem spune: [ : ] Imaginea unui simplex orientat = ( - - ) sub o mapare afină (nedegenerată) este un simplex orientat patru) Aceste definiții urmează direct: ("- s' i" =■ i" ■ "U § ] INDEXUL DE INTERCEPȚIE AL AVIONURILOR ȘI SIMPLEXELOR unde t™ sunt unele orientări ale unor i-dimensionale simplexe ale spațiului Lasă acum | R* | = [ | = | Rn | iar S este o mapare afină |/?p| pentru mine Atunci Rn(SeQf ,Sen) este prin definiție egal cu Rn(e , , | pe sine și |U#| asupra sa, traducând, respectiv, scheletul ordonat (°A>- v b'J Aceste mapări afine generează o mapare afină a spațiului |/?n| pe sine și hărți (o, av ap, bg, bq) în (o, ap a'p, b'v Jty și semnul = semn • semn S Avem prin formula ( : ) = semnul \ • tP\ = semnul S • tj\ - semnul S • tn, mijloace, ' tPfXP == semn S} • tPtXP] Y X Yq)eRn § ] INDEXUL DE INTERCEPȚIE AL AVIONURILOR ȘI SIMPLEXELOR Permutarea luând (o, an apJ)x, , dQ) în (o, bv ,bq, a ,ap\) constă din pq transpoziții, astfel încât (ptț-CR- ) = (— X ( de unde urmează teorema : Indicele de intersecție al simplexelor Fie i p și t* două simplexe orientate (eventual degenerate) în spațiul p-\-q - n, față de care presupunem că cel puțin una dintre următoarele două condiții este îndeplinită: ° Corpurile *) tP și / ale acestor simplexe nu se intersectează: /PfUj = sau ° Vârfurile simplexelor t? şi t% sunt în poziţia generală **); prin urmare, în special, rezultă că simplexele nu degenerează și că tP Π este fie vid, fie este format dintr-un singur punct o, care este un punct interior al ambelor simplexe |^| și |^( Definim indicele de intersecție (tP X ^f) al simplexelor și i după cum urmează: ° Dacă tP± П * = , atunci (tP X ^) = ° Dacă tP П , atunci simplecele tț și Ц nu degenerează, planurile lor I Хр I și |У | se intersectează într-un singur punct și anume în punctul o Notăm cu Xp și Y(i) orientările acestor plane egale cu orientările ip și și setați (^ X ^ )s ?n = (XP X ^q)eRn' Cometariu Indicele de intersecție a două poliedre convexe orientate și t\ într-un spațiu orientat /?u este definit exact în același mod Cerința generală de poziție pentru tP și / poate fi formulată astfel: cel puțin una dintre condiții ) f n f = o, ) planele acestor poliedre și fețele lor sunt în poziție generală : Intersecții și mapări simple Teorema [ : ] Să fie date spații n-dimensionale orientate și perechi de planuri orientate care se intersectează Xj și ur |^| П ^ = ^, și Y* în ?” \XPl I L I =o' •) Art **) Anexa II, art : LANŢURI OPERATOR A [cap VP Să fie o mapare afină a spațiului |/?™| pe IR” I , unde | | afișat pe | X? | și | | pe I I În fine, gol = e = ± Apoi ( : ) (L₽ LR X ' X Această propoziție, în esență, nu are nevoie de dovezi: este ușor, de fapt, să înțelegi asta de unde ( : ) rezultă din ( : ) § Coeficienţii de incidenţă : Determinarea coeficienților de incidență Fie tr şi /r~i două simplexe orientate (ale unui Rn dat sau unui complex simplial dat) Să definim numărul (Zr:Zr ) după cum urmează, care se numește coeficient de incidență al simplexelor orientate tr și tr~ ° Dacă |Г | nu este o față a simplexului |/r|, atunci (tr : Zr- ) = ° Fie tr~x o față a simplexului tr, nu un vârf |Zr| opus feței Apoi orientarea (eG- ) a simplexului |Zr| Dacă (etr- ) = tr, punem (tr: = , dacă (etr~ ) = -tr, punem (tr :/r ) = - Deci (tr :Zr- ) este e = ±l definit din ecuație Desemnare Semnul L plasat peste un vârf în expresii de forma |£ er|, (£ £r) înseamnă că acest vârf este eliberat Astfel, ( ek ^)==(^o- • -ek~Li- • Să setăm pentru timpul tr == (e er), = (e ek er) și să notăm formula importantă ( : ) (G care rezultă direct din definirea coeficientului de incidenţă şi din identitate />- = ( ': / " ) = - Să dăm a doua proprietate de bază a coeficienților de incidență o altă formulare, importantă pentru că tocmai de această formulare vom avea nevoie pentru generalizări ulterioare Iată formularea *) Notând cu (^ ) vârful luat cu coeficientul (vezi art ; , observația ), LANŢURI OPERATOR D [CH VII Fie simplexul | /g| = er\ și unele (r- )-mer- fata articulata, orientata arbitrar tr~ = (ra er) a simplexului | tr | Fețe cu două (r - ) dimensionale | er \ și |r[ | = |eoe • -*g|> incident cu !/r“ |, dăm orientări ifl și /[ astfel încât ( : ) :^- ) = , (^J- := Apoi ( : ) (r :/r-i) + (/r:^-i) = o Într-adevăr, ca = (^ ^ • • • ^r)" = (^ ^ * • • er)* Și în această condiție, formula ( : ) trece în formula ( : ) pe care am demonstrat-o deja Formula ( : ) poate fi generalizată în continuare dacă cerința ( : ) este abandonată Obținem următoarea formulare generală: [ : c] Fie І^- ) și І^" ! două fețe ale simplexului |^| incident cu fața |/r || Pentru orice alegere de orientări Zj- , іr-i și /r-a ale acestor simplexuri , avem ( : ) (^:^- )(^“ : tr ^') φ(φ: :/r" ) - Această formulă este valabilă dacă orientările și φ îndeplinesc condiția ( : ), de atunci ea intră în forma deja dovedită ( : ) Valabilitatea formulei ( : ) în cazul general rezultă din faptul că atunci când una dintre orientările /J- este înlocuită cu cea opusă, ambele părți ale egalității ( : ) își păstrează valoarea Să fie acum TC un complex simplist complet Fie tr și /r~ orientări arbitrare ale unor simplexe r-dimensionale și (r - )-dimensionale ale complexului / unde însumarea este extinsă peste tot r^- Pentru a demonstra formula ( : ) este suficient să observăm că pentru /i fix există doar două /r- ; fie şi pentru care sunt îndeplinite condiţiile (/r : Іf ) φ şi (^J- : /r“ ) φ După aceea, formula ( : ) coincide cu formula ( : ), care am dovedit deja § ] complexe celulare; "-complexe § Complexe celulare; „-complexe *) : Definiția "-complexului și complexului celular Proprietățile de mai sus ale coeficienților de incidență fac firească următoarea definiție a complexelor celulare o în și n-complexe, care sunt o generalizare directă a mulțimilor de simplexuri orientate ale complexelor simpliale (respectiv, complexe simpliale complete) Definiție [ : ] Să fie dată o mulțime I, constând din elemente numite celule I se numește complex celular dacă sunt îndeplinite următoarele condiții [ : Sh] Fiecare celulă este asociată cu un număr întreg nenegativ, numit dimensiunea acestei celule [ : ] Fiecare celulă r-dimensională corespunde în mod unic există o celulă r-dimensională și - (-/r) = tr Celulele tr și - & sunt numite reciproc opuse [ : ] Fiecărei perechi de celule de dimensiuni învecinate r- , adică fiecărei perechi al cărei prim element este o celulă r-dimensională tr, iar al doilea element este o celulă (r-l)-dimensională, i se atribuie un număr întreg numit coeficient de inci- identitățile celulelor tr și Zr~ [ : ] Pentru fiecare celulă tr setul celor Г- pentru care (^: f *- ) , desigur [ :P ] Coeficienții de incidență satisfac condiția (- tr : tr- ) == (/r :-/r- ) = (/r : /r- ) Un complex celular se numește „-complex” dacă îndeplinește următoarea condiție [ : ] Să fie dat: o celulă r-dimensională arbitrară tr și o celulă dimensională arbitrară (r - ) în fiecare pereche opuse reciproc *) Cititorul poate omite toată această secțiune la prima lectură, înțelegând în cele ce urmează printr-un complex celular $ și printr-un n-complex mulțimea tuturor simplexelor orientate ale unei triangulații K și printr-un subcomplex închis (deschis) al unui complex celular $ multimea tuturor simplexelor orientate ale unor inchise (deschise) ale unui subcomplex al complexului K In aceste conditii, pr inseamna numarul simplexelor r-dimensionale ale triangulatiei K, numarul simplexelor r-dimensionale orientate K sau celulele r-dimensionale ale complexului K este atunci evident pr Cu toate acestea, în cap vom avea nevoie și de conceptul general al complexului celular În lucrarea mea „Proprietăți omologice ale locației complexelor și mulțimilor închise” (Proceedings of the Academy of Sciences of the URSS, serie matematică, ( ), nr ), scrisă după încheierea acestei cărți și fiind un firesc suplimentar la acesta, în locul termenului „“-complex” se folosește termenul „complex celular”; complexele celulare (în sensul introdus în această secțiune) se numesc „spații celulare” LANŢURI OPERATOR A [cap VОО de celule opuse (r - )-dimensionale notăm una dintre ele prin Atunci unde însumarea este extinsă peste tot t?- Definiție [ : ] O mapare unu-la-unu F a unui complex celular pe un complex celular R se numește mapare izomorfă sau izomorfism dacă sunt îndeplinite următoarele condiții: a) Imaginea F(/) £ R a oricărui element / C are aceeași dimensiune ca și elementul / b) Dacă elementele / și -t ale complexului celular sunt reciproc opuse, atunci elementele F(t) și F(-I) ale complexului celular R sunt și ele reciproc opuse c) (F(tr):F(tr- )) = (tr:tr~ ) Se spune că două complexe celulare sunt izomorfe unul față de celălalt dacă unul dintre ele poate fi mapat izomorf pe celălalt Este evident că un complex celular izomorf cu un complex ^ este un complex ^ Definiție [ : ] Dacă printre numerele care sunt dimensiunile elementelor complexului celular SÎ se află cel mai mare număr n, atunci n se numește dimensiunea complexului celular H Observația Din proprietățile coeficienților de incidență într-un complex simplial complet, rezultă clar că mulțimea tuturor simplexelor orientate ale unui complex simplial complet K este un complex a Următorul exemplu arată că mulțimea simplexelor orientate ale unui complex simplial incomplet K, fiind, evident, un complex celular, nu trebuie să fie un ^-complex Complexul K este format dintr-un triunghi | e e e , laturile lui | eoe și vârfuri Presupunând / = avem : /Г ) : Г~ ) = : : / ) $ °* Totuși, vom demonstra (art : ) că mulțimea tuturor simplexelor orientate ale fiecărui subcomplex deschis al unui complex simplial complet este un ^-complex O afirmație similară pentru subcomplexele închise rezultă din faptul că fiecare subcomplex închis al unui complex simplial complet este un complex simplicial complet Definiție [ : ] Dacă TO, atunci celulele tr și tr- sunt numite incidente între ele (se spun că i este incident cu c și p'- este incident cu F) Definiție [ : ] Celula tr~i} este subordonată celulei tr-, (p> ) § ] complexe celulare; ^-complexe în complexul celular ®, dacă astfel de celule pot fi găsite în ® irz=tr = Oh, „ ” „r” ce pentru / = , , p - Observația Definiția subordonării tocmai introdusă și definiția dimensiunii dată în ® ne permit să considerăm complexul celular ca un complex ® în sensul definiției generale : Cap patru Observația Din definiția [ : ] rezultă că dacă t>t\ apoi şi -t> -f, -/> -f Definiție [ : ] Un complex celular ®' se numește subcomplex celular al unui complex celular ® dacă fiecare element al complexului ®' este un element de aceeași dimensiune a complexului ® și în același timp: ° Două elemente reciproc opuse ®' sunt reciproc opuse iv® ° Oricare două elemente de dimensiuni învecinate tr şi tr~x ale complexului ®' au acelaşi coeficient de incidenţă în ®' şi în ® Observația Din definiția [ : ] rezultă că dacă un element t al complexului celular ® este și un element al subcomplexului celula- ®' al complexului ®, atunci — t este și un element ®' Definiție [ : ] Un subcomplex celular ® al unui complex celular® se numește subcomplex închis (deschis) al unui complex celular ® dacă fiecare element ® subordonat unui element al complexului ® (subordonând un element al complexului ® ) este un element ® Observația Nu vom lua în considerare niciodată alte subcomplexe ale complexului celular, cu excepția subcomplexelor celulare, prin urmare subcomplexele celulare ale unui complex celular dat ® vor fi întotdeauna denumite mai jos pur și simplu subcomplexe ale complexului celular ® Observația Ținând cont de Remarcile și , putem prelua textul tot ceea ce este menționat în cap , § teoria conexiunii complexelor (inclusiv conceptul și proprietățile componentelor) asupra complexelor celulare Observație În marea majoritate a complexelor celulare care trebuie luate în considerare în topologie, coeficienții de incidență iau doar valorile -J- , - și La sfârșitul articolului următor, exemple de complexe celulare în care coeficienții de incidență iau alte valori se vor da LANŢURI OPERATOR L [cap VII , ***■ : Matrici de incidenta * ale complexului celular Fie I un complex celular finit n-dimensional Să notăm cu pr numărul celulelor sale r-dimensionale (r= , , n) Atunci pentru r - , , , , n - este firesc să se considere o matrice formată din rH rânduri și r coloane, în care la intersecția rândului Z și coloanei y se află coeficientul de u-ciditate al celui de-al-lea (r )-dimensional u j-a celula r-dimensională Din aceste matrice se pot deduce toate proprietățile complexului I Cu toate acestea, se poate face mai mult economic, și anume, se pot, notând în fiecare pereche de celule reciproc opuse, una cu Z = Observația Ajungem la ultimul exemplu din punct de vedere geometric, considerând un hexagon cu lipiri și orientări prezentate în Fig În mod similar, baza geometrică a Exemplului este modelul planului proiectiv ca un cerc cu puncte lipite diametral opuse; în exemplul avem un tor reprezentat ca un pătrat cu laturile opuse lipite între ele Sensul exact al acestor afirmații va fi dat doar în Cap , art : Alexandrov II DIN LANŢURI OPERATOR D [cap VII Observația Cititorul poate verifica cu ușurință că toate complexele celulare tocmai construite sunt complexe ^ Un exemplu de complex celular care nu este un ^-complex este dat în art : , nota ; alte exemple similare pe care cititorul le va construi ca un exercițiu ușor Aici trebuie avut în vedere că într-un anumit sens conceptul de ^-complex este conceptul final, în timp ce conceptul de complex celular are doar un sens auxiliar; orice proprietăți interesante și importante ale complexelor celulare care nu sunt ^-complexe sunt necunoscute Naiba Naiba § Lanţuri : Definiția lanțului Să presupunem că o linie întreruptă fără auto-intersecții este dată pe un plan sau în spațiu, se stabilește pe fiecare dintre segmente Alegerea direcției cov (simple unidimensionale), care sunt verigi ale acestei linii întrerupte, o anumită orientare Astfel, luarea în considerare a căilor poliopale conduce în mod natural la luarea în considerare a mulțimilor ale căror elemente sunt simplexuri unidimensionale orientate Ar fi firesc să completăm acest set de simplexe unidimensionale, dar nu vom face acest lucru, deoarece acest lucru a condus la alte concepte decât cele pe care urmează să le studiem Să luăm acum în considerare astfel de căi în care unele dintre ele sunt parcurse de mai multe ori Această cale nu mai este set de segmente direcționate, trebuie luat în considerare mișcarea pe ne încăpăţânează link-uri doar ca un set de segmente direcționate, cărora fiecăruia îi este atribuit un anumit număr întreg care arată de câte ori este parcurs acest segment, cu ce multiplicitate sau cu ce coeficient acest segment intră pe calea dată Să fie dată, de exemplu, o cale poligonală ^ ^/ (vezi Fig ) Poate fi considerată ca o colecție de segmente dirijate (e^), (^ ), (^J, (^ luate respectiv cu multiplicitățile , , , Dacă vorbim despre un segment dirijat (^ ^ ) în loc de ( ^D, atunci acesta va trebui să fie furnizat cu un coeficient - în calea noastră În mod similar, calea furnizează segmentele (^^ ), (£ £ ), (* *D (^ ), respectiv, după coeficienți , , , - (se obțin zerouri, întrucât fiecare dintre segmentele (^ ) și (^i) PR°* merg de două ori și, în plus, în direcții opuse) TSЁPI § cinci] Conținutul logic al noțiunii tocmai subliniate este că fiecărui simplex orientat (unidimensional în cazul nostru) unui complex simplial dat (în cazul nostru, un complex format din segmente: [v^I, |^ |, | , |^ | ) sta- corespunde unui număr întreg - „coeficientul” cu care simplexul unidimensional orientat dat intră în calea noastră, iar funcția întreg definită în acest fel pe mulțimea dată de simplexuri orientate se dovedește a fi impară: x(t ) -— x ( - Z ) * Acest ultim fapt exprimă echivalența a două propoziții: segmentul direcționat (e^φ intră în calea noastră cu coeficientul a, iar segmentul direcționat (e^-) intră în calea noastră cu coeficientul - a Astfel de funcții întregi sunt numite lanțuri întregi, în acest caz lanțuri întregi unidimensionale Conceptul de lanț întreg unidimensional este supus generalizării în mai multe direcții În primul rând, este posibil să se definească nu neapărat un lanț întreg unidimensional, ci în general un lanț întreg r-dimensional și, în plus, pe orice complex celular R ca o funcție întreagă impară xr(/r), a cărei valoare este determinată pentru fiecare celulă tr a complexului R, iar ciudățenia este înțeleasă în sensul evident: xr ( - F) = - xr (tr\ iar integralitatea înseamnă că valorile funcției xr sunt numere întregi În al doilea rând, se poate abandona integralitatea și, în schimb, se cere ca valorile funcției să fie elemente ale unui grup abelian dat , numit de obicei în acest caz domeniul coeficienților Astfel, ajungem la următoarea definiție principală: Definiție [ : ] Să fie dat următoarele: un complex celular R și un grup abelian f O, pe care îl numim domeniul coeficientului, fie asociat fiecărui element r-dimensional al complexului R un element xr(tr) al grupului > astfel încât condiția xr (- tr) = - xr (tr) (condiție impară) Funcția rezultată xr(tr), definită pe H, se numește lanțul r-dimensional* al complexului H peste domeniul coeficientului OBSERVAȚIE Pe parcursul acestei cărți vom lua în considerare numai lanțuri finite, adică lanțuri care iau alte valori decât zero doar pe un număr finit de elemente ale complexului R* Prin urmare, prin lanț înțelegem întotdeauna un lanț finit Definiție [ : ] Mulțimea Lr(R, ) a tuturor Lanțurilor r-dimensionale ale complexului R din domeniul coeficienților formează un grup în raport cu operația de adunare: complexul I valoarea egală cu suma valorilor, luând - * lanțuri, operator D [cap VII a lanțurilor xț pe acest element și elementul zero al grupului £Γ(H, ) este un lanț care ia deloc valoarea zero ca arii de coeficienți Acest lucru face posibil să considerăm și elementele zero ale tuturor grupurilor Γ(R, ) identice și să le numim pur și simplu „lanțul r-dimensional zero al complexului Rb” (indiferent de domeniul coeficienților) \ Observația Dacă Η este un complex celular η-dimensional, atunci introducem și grupul ΓΓ(Η, ) pentru r > n, care prin definiție constă dintr-un singur element zero În plus, pentru toți complecșii celulari R definim grupul A- (St, ), care, prin definiție, constă și numai din elementul zero ' : Câteva observații despre lanțuri Cele mai importante zone ale coeficienților sunt următoarele grupuri de aditivi: ) grupul J al tuturor numerelor întregi; ) grupul Jm de numere întregi redus modulo m (m este un întreg număr); î ) grupul al tuturor numerelor raționale; ) grupul Eii al tuturor numerelor raționale reduse modulo , adică grupul de factori al grupului față de subgrupul J; ) grupul Π al tuturor numerelor reale reduse modulo , adică grupul coeficient al grupului tuturor numerelor reale modulo J Gruparea / (H, J) se notează simplu cu A^(H); elementele sale se numesc lanțuri întregi r-dimensionale ale complexului R Grupul Z/(St,/w) este notat cu £^(Sv); elementele sale se numesc lanțuri r-dimensionale modulo m Dintre aceste domenii de coeficienți, toate, cu excepția lui ^ și Π, sunt inele cu element de identitate **) Grupurile Jm (pentru m prim) și sunt chiar inele de diviziune algebrică (câmpuri) *) La prima lectură, se poate limita la o singură zonă de coeficienți - grupul aditiv de numere întregi, omițând tot ce se referă la alte zone de coeficienți Argumentul vom omite de obicei și vom scrie //($) în loc de Ar($, ) **) Un inel din această carte este grupul , în care este definită înmulțirea asociativă și comutativă, care este distributivă în raport cu adunarea Un inel cu un element de identitate este un inel (, unul dintre elementele căruia, numit unitate și notat cu , satisface condiția • a == a pentru orice a C L Ne este convenabil să luăm în considerare elementele de identitate dintre toate inelele pe care le vom considera identice între ele ca arii de coeficienți LANŢURI § cinci] Observație Merită o atenție deosebită cazul /n = Deoarece grupul J este format din două elemente și , de altfel, xr (- tr) = - xr (t) = xr (/r), adică, orice lanț modulo ia aceeași valoare pe două celule reciproc opuse Prin urmare, dacă complexul celular H constă din simplexuri orientate ale complexului simplicial /C, atunci lanțul ne permite să considerăm lanțurile modulo de complexe simpliale ca funcții cu valorile și , definite pe mulțimea de simplexuri Tgv a complexului LE Asemenea funcții corespund unu-la-unu submulților din mulțimea tuturor elementelor r-dimensionale ale acestui complex: această corespondență se obține dacă ne referim la fiecare lanț xr ^ £^(R) mulțimea simplexelor r-dimensionale £/ C, pe care lanțul xr ia valoarea Observația În teoria mulțimilor, funcția caracteristică a unei submulțimi B a unei mulțimi A se numește funcție definită pe A și luând valoarea în toate elementele mulțimii B și zero în toate elementele mulțimii A\B Astfel, lanțurile r-dimensionale modulo ale unui complex simplu K pot fi definite ca funcții caracteristice ale diferitelor submulțimi ale mulțimii tuturor simplexelor r-dimensionale ale complexului K- Observația (Vom avea nevoie de ea în capitolele ulterioare ale acestei cărți, începând cu al unsprezecelea ) Fie K un complex de întindere complet sau, în general, un complex simplist complet Fie xr un lanț al complexului K Prin | xX | notăm închiderea combinatorie a subcomplexului complexului TC, care constă din toate simplexele pe care lanțul xr ia alte valori decât zero Elemente (în special, vârfuri) ale complexului | xg | sunt numite elementul a m și (în special vârfurile) lanțului xr Fie, în sfârșit, elementele complexului K simplexe și, poate, simplexe degenerate ale unor Rn Fie xr un lanț al complexului K Inelul de diviziune al lanțului xr este unirea inelelor de diviziune ale tuturor simplexelor orientate *) ale complexului K pe care lanțul xr este diferit de zero Corpul lanțului xr este notat cu xr și este un compact (chiar un poliedru) : lanțuri simple Circuite de înregistrare sub formă de forme liniare Fie tr un element al complexului celular H, fie a un element din domeniul coeficientului Fie atr lanțul /'-dimensional *) Corpul unui simplex orientat (degenerat) este închiderea convexă a scheletului său (vezi Art : ) LANŢURI OPERATOR D [CH VP a complexului H care ia valoarea a pe tr, iar valoarea zero pe toate elementele r-dimensionale ale complexului H, altele decât ±/r Din definiția [ : ] rezultă că valoarea lanțului atr pe elementul - Γ este -a Lanțurile de forma atr se numesc lanțuri unice, în timp ce lanțul atr se numește în mod convențional o celulă /** luată cu coeficientul a În special, dacă este un inel cu elementul de identitate, atunci calea \tr (adică calea care ia valorile pe tr și valorile pe toate celulele, altele decât ±/r) este notată cu tr si se identifica cu celula tr [ : ] Fiecare lanț este suma lanțurilor cu un singur termen Dovada În fiecare pereche de celule reciproc opuse ale complexului R, notăm un element specific prin Fie valoarea lanțului xr de pe celula ti af, atunci avem identitatea ( : ) = în esență evidentă Într-adevăr, pe orice tț valoarea lanțului a fi este ab și valorile tuturor lanțurilor a fi , J f I, sunt egale cu zero, deci valoarea lanțului i/* pe ti este adică egală cu valoarea lanțului xr pe aceeași celulă Pe celulă - tl și xr fi^afi preiau valorile - aP Deoarece u - ti (pentru diferite valori ale lui Z) epuizează mulțimea tuturor elementelor complexului H, afirmația [ : ] este demonstrat Deci orice lanț r-dimensional al complexului R poate fi scris sub forma unei forme liniare ( : ), unde fi denotă (pentru Z diferit) câte un reprezentant din fiecare pereche de elemente reciproc opuse ale complexului celular R și ai este un element al ariei coeficienților Diferite lanțuri corespund diferitelor forme liniare ( : ) și invers În acest caz, adăugarea lanțurilor definite ca funcții corespunde în mod evident adunării uzuale a formelor liniare, astfel încât grupul I/(H, ) poate fi considerat ca un grup de forme liniare ( : ) De aici rezultă că grupul Lr($, ) este suma directă a r grupărilor izomorfe cu grupul , unde pr este numărul de elemente r-dimensionale ale complexului celular H : Lanțuri ale unui complex simplist Dacă R este un complex celular format din toate simplexele orientate ale unui complex simplial K, atunci lanțurile complexului R sunt numite lanțuri ale complexului simplicial K, în conformitate cu care grupul T (R, ) este notat cu IL( K, ) și se numește grupul de lanțuri r-dimensionale ale complexului simplicial K Numărul pr în acest caz este pur și simplu numărul de simplexuri r-dimensionale ale complexului TC Din definiția generală a unui lanț și definiția unui simplex orientat rezultă că lanțurile unui complex simplist TS pot fi definite direct după cum urmează: § cinci] LANŢURI un lanț al unui complex simplial /C în domeniul coeficienților ED este o funcție xr definită pe mulțimea tuturor scheletelor ordonate r-dimensionale (^ , , £r) ale complexului K și care îndeplinește următoarele condiții: ° Valorile funcției xz aparțin grupului ED ° Dacă' ) este o substituție impară de vârfuri într-un ordin schelet (£ , , £r), apoi ^'o' ' * * = (* > • • • Cometariu Deoarece fiecare permutare pară se descompune într-un număr par de permutări impare (transpoziții), rezultă din ° că: ° Dacă r°' * j este o permutare pară, atunci xr(x , ar) = • • • eig = xr (#Q, , £r) În ceea ce privește articolul : , putem spune: lanțul r-dimensional al unui complex simplial K peste domeniul coeficienților lui ED este o formă liniară de simplexuri relativ orientate t\ ale complexului K cu coeficienți ar e ED : Produsul scalar al lanțurilor Fie domeniul coeficienților ED un inel cu element de identitate Lăsa și y= două lanțuri ale complexului celular I de-a lungul inelului coeficienților ED Noi credem ( : ) (^ y) = vD ED Elementul (xr • yz) £ ED se numește produsul scalar al lanțurilor xr și yi Am definit produsul scalar a două lanțuri peste același inel de coeficienți ED Fie acum ED un domeniu arbitrar de coeficienți, adică un grup abelian arbitrar Orice element a din grupul ED poate fi înmulțit cu orice număr întreg ± n (unde n^> ) conform regulii: de n ori Prin urmare, dacă = ed este un lanț al complexului celular R peste o regiune arbitrară de coeficienți ED și LANŢURI OPERATOR D [CH VII este un lanț întreg, atunci produsul scalar este definit, în special, dacă Astfel, valoarea lanțului xr pe elementul tf al complexului celular SÎ este egală cu produsul scalar al acestui lanț și elementul tf (considerat ca lanț integral unic) Prin urmare, vom nota valoarea lanțului xr pe elementul tr al complexului celular cu (xr · tr) (reținând notația xr(tr) acolo unde este cazul) În consecință, forma liniară ( : ) poate fi rescrisă ca Xr= (x' : Distribuția lanțurilor; bucăți de lanț Operatori și E$ Fie un subcomplex *) al complexului celular Fie xr - aihr vreo catenă a complexului Considerând funcția xr numai pe celulele aparținând complexului d , sau păstrând în forma liniară xr - ^a$ numai pe acele termeni pentru care obținem un lanț al complexului H? o, numit o bucată din lanțul xr situat pe Xo și notat cu **) ^xr În special, dacă xr(E?) = pentru fiecare atunci spunem că lanțul xr se află pe ^ Fie acum xj un lanț al complexului ® ; definind funcţia xr £Lr (®) prin egalităţi xr (tr) = x (/r) dacă xr (tr) = O dacă obţinem un lanţ xr al complexului R?, care se numeşte prelungirea lanţului xrQ £ Lr (d ) la complexul Sv şi se notează cu E^ l/ (pentru mai multe detalii, cu E|°xJ) Cometariu Dacă considerăm lanțurile ca forme liniare, atunci orice lanț al complexului Y trebuie considerat identic cu extinderea lui la Y (deoarece două forme liniare sunt identice dacă una dintre ele este obținută din cealaltă prin atribuirea unor termeni ai căror coeficienți sunt egali cu zero) ; cu alte cuvinte, trebuie să presupunem că x(R ) este un subgrup al grupului Lr(R) Dacă luăm un punct de vedere funcțional, *) Cititorii care au citit § își amintesc că sunt considerate doar subcomplexele celulare (art : , observația ) Xo ale unui complex celular dat R Cititorii care au sărit § înțeleg prin R mulțimea tuturor simplexelor orientate ale unora triangulația K, iar prin R este mulțimea tuturor simplexelor orientate ale unor subcomplex K > K **) În lucrarea mea citată mai sus (p , nota de subsol) „Despre proprietățile omologice ale aranjamentelor complexelor și mulțimilor închise”, lanțul Rxr este notat cu J^xr Această notație la prima vedere mai greoaie se dovedește a fi preferabil în multe cazuri § ] Operator LOWER BOUNDARY (operator D) atunci lanțul este diferit de lanțul E$xrQ(lLr(^, deoarece xrQ este o funcție este o funcție definită pe $ , iar E^x* este o funcție definită pe două funcții care sunt identice dacă și numai dacă sunt definite pe aceeași mulțime și iau pentru fiecare element al acesteia aceleași valori Pentru a sublinia această distincție, lanțurile definite ca funcții sunt uneori numite lanțuri y, iar lanțurile definite ca forme liniare lanțuri D Punând în corespondență cu fiecare lanț χ Ε//(H) lanțul λ χ Ε ξ/(H ), obținem o mapare omomorfă a grupului ΓΓ(H) pe grupul /(R ); această mapare este o mapare pe grupul Lr(R ), deoarece, evident, pentru fiecare xor £ Lr(R ) avem Punând în corespondență cu fiecare lanț xor £Lr (H ) nem £Lr obținem o mapare homomorfă și chiar izomorfă a grupului f (H ) în Lr(H), dar nu și pe Lr($) pentru H =? Aceste homomorfisme sunt numite, respectiv, homomorfisme (sau operatori) ai lui Yao și • § Operatorul de frontieră inferioară (operatorul A) : Definiția limitei L Definiție [ : ] Fie R un complex celular și R e R Notăm cu D$/r lanțul (r - )-dimensional luând pe fiecare celulă valoarea (tr :/r" ) Lanțul A^/r se numește limita celulei tr (adesea: limita inferioară sau limita D) în complexul H Dacă din fiecare două celule dimensionale (r - ) reciproc opuse ale complexului R, una este notă cu \ cealaltă cu - , atunci lanțul A^/r sub forma unei forme liniare se scrie după cum urmează: ( : ) J": /J- ) tr~\ Observația Dacă K este un complex simplial complet și H este complexul celular al simplexelor sale orientate, atunci pentru tr = (r er), tf- = (e , er) avem prin formula ) ^tr= (- Această expresie pentru toate complexele simple simple / r În primul rând, ne asigurăm că lanțul y ia aceeași valoare pe tot t Într-adevăr, altfel s-ar putea găsi două triunghiuri fi și Z pe care ar lua circuitul y j valori diferite și care ar avea o latură comună situată în interiorul pătratului Dar în acest caz lanțul Δ^ ar lua cu siguranță pe latura comună a acestor două triunghiuri o valoare diferită de zero, ceea ce este în contradicție cu ipoteza Δp/ = r Astfel, lanțul y ia toate // aceeași valoare al y = ax Deoarece x = r , atunci Δp/ = pe care îl notăm cu /Y^-ZH, ) Evident, pentru ca un lanț xr să fie un element al grupului H*(H, ), este necesar și suficient să existe un lanț xr+* £ Z/+ (H, ) care să satisfacă condiția A^ xr+ = xr Teorema [ : ] Dacă eu sunt un complex celular n-dimensional, atunci H™ (I, ) este un grup nul Într-adevăr, în acest caz grupul /?nL(H) este un grup nul, astfel încât imaginea sa sub orice homomorfism, deci și sub homomorfismul D, este un grup nul, care trebuia demonstrat Cometariu Ca și în cazul grupurilor P*(R, ), vom omite adesea argumentul și, de asemenea, atunci când este posibil, semnul D Astfel, în loc de vom scrie de obicei simplu Z^) și Hz($) Cazurile speciale deosebit de importante — J și vom evidenția folosind notația prescurtată ZJ^), H£(H) în loc de ZJ(S,J), H£(H, ) și Zm^ împreună da Jm\ /da ld Dacă complexul celular H este format din toate simplexele orientate ale complexului simplicial K, atunci în loc de Zr(t), /r(R), etc , scriem Zr(/ , Ht(K), etc : Omologie Semn - Independența omologică a lanțurilor Lanțurile care sunt elemente ale grupului Hz($, ) se numesc lanțuri r-dimensionale omoloage cu zero în H în domeniul § ] operator de frontieră inferioară (operator D) coeficienții Pentru a desemna că lanțul xr este omolog cu zero, scriem ( : ) G- vy (până la ) Din faptul că există un grup, rezultă imediat că semnul este o regiune oferă următoarele proprietăți: °) - ; °) de la xr - urmează - ; °) de la - , xr - urmează x[±x?~ Spunem că lanțurile x[ și x? sunt omoloage între ele în J (în raport cu regiunea coeficienților ) și scriem în (n ED " dacă x{ - - în R (cu ) Din proprietățile tocmai stabilite ale semnului - rezultă: °) x - x; °) dacă x , atunci x - xr\ °) dacă x ~ x și x - x , atunci x ~ x Mai mult, dacă x v'o φ E^oxr Pentru a vedea acest lucru, este suficient să definim R ca un complex celular format din două orientări și (^^ ) dintr-un simplex unidimensional ( * W i (sumare peste tot £ R incident cu /r ) Termenii din această sumă, corespunzător celulelor tr , care nu sunt incluse în Yao, sunt egali cu zero, deoarece pentru astfel de tr avem = Termeni, corespunzători care la celule ^ £ R , sunt (/p G- ) În special, dacă tr~x nu aparține lui Yao, atunci, din cauza închiderii subcomplexului Yao al complexului Ya, nicio celulă Γ incidentă cu tr- i nu poate aparține lui Yao *) Vezi nota de subsol de la începutul art : Alexandrov P S LANŢURI OPERATOR A [cap vp ( ) I Asa de: (dacă /r- e n , atunci (^- ) = °" ( ) j dacă atunci unde suma este peste toate incidentele cu tr- Pe de altă parte, prin definiția operatorilor E$ și D^ : daca atunci = dacă /''-' SN , atunci unde suma este peste toate incidentele cu Z**- Comparând ( ) cu ( ), vedem că D ^ - ) = E ^ x ^- ), Q E D Considerând lanțurile ca forme liniare*), adică presupunând că ΓΓ(λ) și că, în consecință, operatorul Ε$ este maparea identică a grupului ξ\λ ), respectiv, AG (λ ), pe sine, putem obțineți teorema [ : ] pentru a formula astfel: [ : ] Dacă X este un subcomplex închis al complexului celular X și M=H^- În special, dacă Xo este un complex simplial complet -(I) = /GO(I)PN (I, SR) § Imagini simple ale lanțurilor : Imagini simple ale simplexelor orientate Fie un simplex orientat al complexului I\$ =' Să definim un lanț întreg stabilindu-și valorile pe toate simplexele orientate Γ ale complexului Kl după cum urmează: ° Dacă =^\ P\, atunci setăm $P= - ° Fie Γ = (el en) și S?|^| = t\ | Apoi •^'а й? — еліці- • • , ețr ~ echіg' (unde ate, ^ elig sunt aceleași ea , ea, dar, poate, într-o ordine diferită); atunci evident (S^, s!e₽r) = S unde s = z±zl este semnul de permutare: /O r \ \Zq LANŢURI OPERATOR D [CH VII În acest caz, presupunem Conform acestei definiții, un lanț = dacă nu există un simplex tr^ in/Ca care să satisfacă condiția ■hі^і=ki adică dacă imaginea simplexului |/£| sub mapare există un simplex cu dimensiuni mai mici decât r Cu alte cuvinte, avem: /£ = dacă și numai dacă printre vârfuri „ >- • cel puțin două se potrivesc Dacă toate vârfurile sunt ^ po, diferit unul de altul, atunci I\Cho-••sbrl este un simplex al complexului Ka și este un simplex orientat : Omomorfismul grupului Lr(K$) în Lr(Ka\) generat de maparea simplială ^ a complexului în Kl Lăsa — un lanț al complexului peste regiunea coeficienților Γ Noi credem ( : ) ^= ^^ Lanțul S^xț£ Lr(Ka) se numește imaginea lanțului x^Lr(K sub maparea simplială Evident, pentru două lanțuri £ Lr (/Q, x^ £ Lr (/Q avem (X -X&) = X$ -> astfel încât maparea grupului Lr în Lr(K^) definit de ( : ) este un homomorfism Calculați valoarea lanțului § ] IMAGINI SIMPLICE ALE CIRCUITURILOR pe unele simplex orientate tra - trah de /Ca Pentru a face acest lucru, notând prin iga orientarea arbitrară, dar definită a fiecărui simplex Tgl al complexului, procedăm după cum urmează: i sau, deoarece - (x £ • (»; ) = i Această formulă poate fi oarecum simplificată dacă alegem orientările simplexelor astfel încât pt S? - rg | ar/ eu ai a fost mereu S t' = tr, ar/ ai Cu această alegere a orientării tr&, formula ( : ) devine ( : ) unde însumarea este extinsă la toți care îndeplinesc condiția EDI \u d Yu- Având în vedere orientările simplexelor după scheletele ordonate corespunzătoare, putem rescrie în sfârșit egalitatea ( : ) ca ( : ) ? x' (ea ee) == ( ) \u d O, întrucât printre vârfurile ^ , există vârfuri ^ , iar pentru ele SP e^ = SP Prin urmare, din ( : ) obținem A \u d * "*" ^p • • • b$r) (^ e$ - • • b$r) \u d ~ (D« eP, ep * • • *$« e$ * • * ^₽r) * in orice caz (DR , DR e? DR (DR DRe^ ^ e^r} și, prin urmare, ^D/r^O a r În cazul ) printre vârfurile , ^^, S[e^k+V , ₽e₽r pentru orice k există cel puțin două identice, deci [(hei ek e>i = Și q = £(-D* SО (ѵ • Л • • • ^r) = § ] * IMAGINI SIMPLICE ALE CIRCUITURILOR Astfel, în cazul ° se dovedeşte identitatea £A/p = , şi în consecinţă identitatea ( : ) În al doilea caz, adică când =^ , ^ = ( ^ ^r), = (- )" și q = (— • •*>), ^ = (-l)fe "(^o- ■ e k e&r) = = ( - V'' (d"eso • • • • • ^₽r), ca₽ = sU^ Q E D Din ( : ) rezultă că dacă există un ciclu, atunci există un ciclu; dacă X ~ în /Cp, atunci s£x£~ în / o piramidă peste K (Capitolul , Art : ) Fie tr un simplex orientat al complexului K Simplexul orientat *) (o/r) al complexului se numește piramidă peste simplexul orientat Dacă xr= ^afi este un lanț al complexului K, apoi lanțul ( : ) (oxr) = complexul se numește piramidă peste lanțul xr Pentru r > obținem ușor ( : ) D (oP = -(oDk^), Unde ( : ) D (rxg) \u d xg - (oDkxg) În special, dacă zr este un ciclu, atunci ( : ) ^ (ozr) = zr Pentru r - avem ( : ) D (o/ ) =/° - (o), iar dacă x° = ( : ) D (ox °) \u d x ° - (Ș a ) (o) » *) Vezi : , § ] UNELE CONSTRUCȚII AUXILIARE Cometariu Pentru piramida deschisă OK (Capitolul , art : ) avem formule similare: ( : ') SoK (ptr) = - ( : ') = - ok% xg, ( : ') Do^(orr) = , ( : ') Ao ^ Yu = ~ (o), ( : ') AoK (ox°) = - ( a{) (o) i [ : ] Cererea de construcție art : Fie r un număr natural și K un complex de acoperire complet cu următoarea proprietate: [ : ] Orice r -[- vârfuri ale complexului K formează scheletul acestui complex Să demonstrăm că în aceste ipoteze ( : ) Za(K) = ^W, adică, fiecare ciclu r-dimensional al lui K este omolog cu zero în K Pentru a demonstra ( : ), notăm cu Kr subcomplexul închis al complexului K format din toate scheletele r-dimensionale ale complexului K și toate fețele acestora Construim o piramidă , iar fiecărui vârf e al complexului atribuim un vârf Se al complexului K după următoarea regulă: Dacă e £ Kr, atunci punem Se - e Așa cum definim un vârf e arbitrar fixat al complexului K Din condiția ( : ) rezultă că este o mapare simplă a complexului în K Acum să fie zr un ciclu arbitrar - r-dimensional al complexului ciclului K Ciclul zY este în același timp ciclul complexelor Kr și și, pe baza ( : ), este omolog cu zero în ; prin urmare, pe baza [ : ], ciclul Szr - zr este omolog cu zero în K, ceea ce trebuia demonstrat Cazuri speciale ° Dacă [Tn\, atunci formula ( : ) este valabilă pentru orice r Într-adevăr, pentru r n — complexul [Tn] satisface condiția ( : ), deci formula ( : ) este adevărată; pentru r > n formula ( : ) rezultă din faptul că grupul grup ° Fie /C=/Crw> unde Γn este o mulțime deschisă convexă *) a spațiului Condiția ( : ) este în mod evident îndeplinită pentru orice r și, prin urmare, formula ( : ) este valabilă și pentru orice r *) Pentru definirea complexului K^n, a se vedea capitolul , art : , exemplul LANŢURI OPERATOR D [cap VII ° Fie K=mn - [Tn]\Tn complexul format din toate fețele proprii ale simplexului n-dimensional T; condiția ( : ) este îndeplinită pentru r -, conţine ca subcomplex închis piramida K$q peste Qr P [ P\I Indicați un subcomplex deschis suplimentar prin Avem, notând cu D granița în D (ogg) - zr - okzrt iar odgg se află pe so ( : ) = zr- Acum setăm / O = q t” (og , *) Vezi cap , art : , de unde, în special, sunt împrumutate denumirile *♦) În complexul Vp nu există elemente zero-dimensionale ♦**) Această afirmație se verifică automat pe baza definiției complexului LGr și a observațiilor și din capitolul , art : § ] UNELE CONSTRUCȚII AUXILIARE adică în virtutea ( : ), VnS^zr = q(ozr), sau, din moment ce, evident, S??r = zr, Vnzr - zr, zr = k yn VnSț (ozr), ceea ce urma să fie demonstrat : Prismă deasupra lanțului Fie LG un complex finit complet de nuclee; vârfurile / ho J), jtT* = (b bt bfy ar) Deoarece în ^r+ vârful bj este pe (J-\~ ) lea, iar vârful pe (/ + ) locul, atunci j g ( : ) D^r+ = (- ) ^ - (- ) * = i = i =j =(- / j La fel de *) Sho \u d (-i) Y + , apoi, folosind egalitatea ( : ), obținem dsh = ( iud/g+ = /j ~h j e j + (—iy ( (— (— ) -) j i Ho l = asa de ?J=^o— prin urmare, dw;=- \ + (-iy ( (-D r' *- (- ) ) j І j = fo— - j i>j i în II DIN ANEXA LA CAPITOLUL VP Prima proprietate: (—En : En~ ) = (En : -En-^ = -(En : E”- ) nu necesită dovezi A doua proprietate: ( : ) i unde En și En" sunt orientări arbitrare ale poliedrului | Ep | și fața sa (n- )-dimensională |EP- |, iar însumarea este preluată asupra tuturor fețelor (n- )-dimensionale ІE*" !" și un fel de orientare margine Să demonstrăm această proprietate Deoarece dintre toate fețele (n )-dimensionale ale poliedrului |EW| doar două fețe, fie | E™~x | și |E^~ |, sunt adiacente | En~ , atunci egalitatea ( : ) care trebuie dovedită poate fi rescrisă ca ( : ) (E" : E^ ) (E"~ : E"~ ) (En : E^~ )(E^ : E^ ) = Deoarece partea stângă a egalității ( : ) nu se schimbă atunci când pn-l este înlocuit cu -E^" sau E^~r cu -E^~ , este suficient să dovedim egalitatea ( : ) pentru unele orientări cu o singură alegere E^~x, E^' Să alegem orientările E ^ și E ^ astfel încât să fie (E™- : En~ )= + , (E^- :E^- )= - , apoi ( : ) doar intră în ( : ) (En :E^- ) (E^ - E"- ) - ® Pentru a demonstra egalitatea ( : ) luăm în Eu~ \ simplexul b/ și orientarea tn- = (e e ,en) a acestui simplex, egal cu orientarea En~ Ia înăuntru IEJ | și [E^" ] punctele și și notăm cu Z™" orientările simplexelor /Ț~i eh egal cu orientările E "- şi EJ- apoi D \u d - elee eă- ■ -en) (En: E') = ') = e((e ee r e?i) : (e e • • • eL) — \u d (- ) \u d - ® " {E" :E^~ ) - (/" : ^-!) = - e((^Vv- • • • (¥&■ • • *„)) = ==( - ®)( - ) = e, t, ev (E ^: E ™- ) - - (E " iE ™- ), Q E D Deoarece coeficienții de incidență sunt definiți pentru poliedre convexe orientate, iar atât prima, cât și a doua proprietate a coeficienților de incidență rămân valabile, elementele orientate ale complexului poliedric K formează un a-complex, lanțuri, cicluri etc a-complexul se numesc, respectiv, lanțuri, cicluri etc ale complexului poliedric K nouăsprezece* CAPITOLUL OPT D-GRUPURI DE COMPLEXE (GRUPURI INFERIOR BETTY) § Definiţii Exemple Cele mai simple proprietăți generale unsprezece Definiția grupului Γ(Γ, ) Fie eu un complex a *) Definiție [ : ] grup ( : ) ($, ) = (I"ED)/ /'(I,ED) se numește grupul Betti r-dimensional (inferior) sau grupul R-dimensional sau pur și simplu grupul R al complexului ^ H din domeniul coeficienților ED Elementele grupului DG(H, ED) sunt numite clase de omologie r-dimensională ale complexului R în raport cu domeniul coeficienților ED În particular, grupul Γ decât teorema [ : ] este dovedit [ : ] Fie ex un vârf al complexului conex /C; fiecare ciclu zero-dimensional r° al complexului K este omologul unui ciclu cu un singur termen de forma aex, unde a este un element din domeniul coeficientului Într-adevăr, fie r^ — ^a^y setați „^ai — ai, atunci aex este un ciclu normal, prin urmare: r°-ae ^ } Q E D Astfel, clasele de omologie zero-dimensională ale complexului / corespund unu la unu ciclurilor ae și, prin urmare, elementelor grupului Am demonstrat propoziția: [ : ] Dacă K este un complex conex, atunci grupul D°(/C, ) este izomorf cu grupul Consecinţă Numărul Betti zero-dimensional și numărul Betti zero-dimensional modulo m al complexului conectat este egal cu unu O generalizare a acestei propoziții este următoarea teoremă: [ : ] Numărul Betti zero-dimensional, precum și numărul Betti zero-dimensional modulo m al oricărui complex simplial complet, este egal cu numărul de componente ale acestui complex Dovada Fie componentele complexului K; în fiecare luăm vârful ey apoi pentru orice ciclu zero-dimensional pe care îl avem /C,z° ~ ay , în Kn c^ £ , VC, unde doar un număr finit de termeni poate fi diferit de zero; Rămâne de demonstrat că toate ciclurile zero-dimensionale ε - Deoarece fiecare componentă a lui K* este atât un subcomplex închis, cât și un subcomplex deschis al complexului K, prin teorema [ : ] din capitolul avem D / S x \u d " " , ef e e es e e, prin urmare, prin [ : ], avem = care se cerea a fi dovedit Din ceea ce s-a dovedit, rezultă ușor următoarea sugestie importantă: [ : ] Dacă % = J și pentru un număr întreg cu φ , ciclul cQ este omolog cu zero în K, atunci ciclul z° este, de asemenea, omolog cu zero în K Cu alte cuvinte*: grupul CC) este închis divizional în ZQQ(KY H^(K) = HQ(K)t sau: grupul A°(/C) nu conține elemente nenule de ordin finit Pentru a demonstra acest lucru, să presupunem că c°~ în K czQ - Dx Apoi, notând cu Кі componentele complexului К pe care le avem KțCzQ = DL'x , de unde, pe baza [ : ], rezultă că KtCzQ = cK^ este un ciclu normal Dar atunci CF* este, de asemenea, un ciclu normal și, prin urmare, în virtutea [ : ], VC și - AT i Q E D : Cele mai simple exemple de grupuri Dg ° Fie K complexul format din toate segmentele |e^ | și vârfurile elt £ , ,e ale unei linii simple întrerupte deschise er es La naiba luate s = Să demonstrăm că grupul D (K) = Z (K) este un grup nul Sa punem î , , , - n *) Vezi Anexa Tarte : D-GROUPS COMPEXEV (inferioare BETTY GROUPS) [cap VIII este un ciclu, așa cum arătăm că toate ai trebuie să fie - Fie r = și A un ciclu Atunci toate sunt egale între tu De fapt, altfel ar fi posibil să găsim două segmente V* adiacente unul altuia și pe care ciclul ar lua valori diferite a/- și Ho în acest caz lanțul Dr ar lua valoarea și r nu ar lua fi un ciclu Deci, toate sunt egale cu GBP: - z = a GBP - Dar = -еѵ înseamnă, Дг - a(es - ej; deoarece r este un ciclu, atunci unde este suma luate de-a lungul tuturor segmentelor orizontale și diagonale; deoarece, evident, fiecare ciclu r(/ ) este limita a vreo patru *) Ca o abatere de la notația noastră obișnuită, în acest caz z(t) înseamnă ciclul construit pentru fiecare dintre segmentele pe care le luăm în considerare / și nu valoarea unui ciclu z pe segmentul - de unde rezultă = , a - a Deoarece a este un număr întreg, propoziția noastră este dovedită Din aceasta rezultă: D-GRUPURI DE COMPLEXE (GRUPURI INFERIOR BETTY) GGL VIIÎ Clasele de omologie unidimensionale ale complexului K’ corespund unu la unu formelor liniare -J- unde a± este un număr întreg și a este un rest modulo Aceasta, la rândul său, implică faptul că grupul A (ATZ) este suma directă a unui grup ciclic infinit și a unui grup de ordinul ; numărul Betti unidimensional al triangulației K’ a suprafeței Klein este egal cu unu ° Să ne întoarcem în iad și subdivizați triangulația reprezentată pe ea desenând a doua diagonală a pătratului Această triangulație (formată deja din de triunghiuri, laturile și vârfurile lor) va fi din nou notată cu K$ Lipim acum segmentele direcționate t[ cu tț cu t\ cu Z* cu ZJr și cu Zj În această lipire, complexul Ko trece într-o triangulație D'" a planului proiectiv*), iar complexul / • —> lipiți AD cu CB, lăsând AB și DC libere din nou, apoi obținem o triangulație a benzii Möbius Demonstrați că în ambele cazuri grupul D este un grup ciclic infinit Exercițiul Demonstrați că grupurile D|( C), D (/C) și &CK") (unde K K'\ K" sunt triangulațiile torului, suprafeței Klein și planul proiectiv considerat mai sus) sunt grupuri de ordinul și că numărul Betti bidimensional modulo pentru torul, suprafața Klein și planul proiectiv este Exercițiul Pe baza triangulației K a cubului, similară cu triangulația pătratului ABCD, prezentată în Fig , pentru a demonstra că numărul Betti bidimensional al torului tridimensional A (Capitolul , art : , exemplul ) este egal cu Generatorii grupului D (A ) sunt clasele de omologie ale trei cicluri bidimensionale care apar ca urmare a lipirii fețelor opuse ale cubului Grupul (A (/Hp) este un grup abelian liber de rang Grupul A (A/ ) este, de asemenea, un grup abelian liber de rang Generatorii săi pot fi luați ca clase de omologie ale celor trei cicluri rezultate din identificarea marginilor cubului Considerații similare pot demonstra că pentru varietatea Af , definită ca produsul topologic al unui cerc și a unei sfere bidimensionale *), grupurile A (/U ) și D (Af ) sunt grupuri ciclice infinite și, prin urmare, unidimensionale iar numerele Betti bidimensionale sunt egale cu Dacă folosim primul model al acestei varietăți (un corp delimitat de două sfere concentrice S și x cu identificarea acestor sfere), atunci putem lua clasa omologică a ciclului r ca generator al grupului D (/I ) , care se obține astfel: luăm triangulația unei sfere concentrice cu sferele S , s , *) Capitolul , art : , exemplul D-GRUPURI DE COMPLEXE (grupuri de betty inferioare) rl ѵш orientați toate triunghiurile acestei triunghiuri, de exemplu, în sens invers acelor de ceasornic și dați lanțurilor Z pe toate aceste triunghiuri orientate valoarea Pentru generatorul grupului DZ/I ) se poate lua clasa de omologie a ciclului unidimensional care apare după lipirea S și s ■—> din segmentul dirijat pq (vezi desenul din capitolul , art : ) Găsiți ciclurile r și r* pe al doilea model de colector /U (tor dublat) Exercițiul Demonstrați că complexele a definite în capitolul , art : , exemplele , , au aceleași grupuri Betti ca și triangulația torului considerată în acest articol, exemplul Demonstrați că complexul //- definit în capitolul , art : , exemplul , are aceleași grupuri Betti ca și triangulația planului proiectiv considerată în acest articol, exemplul În sfârșit, complexul a SО definit în capitolul , art : , exemplul , are următoarele grupuri Betty: D°(®) este un grup ciclic infinit, £($) este un grup ciclic de ordinul , Df(d) » grup nul, D (d) este un grup ciclic de ordinul : Câteva complexe u-dimensionale elementare și grupurile lor Betty [ : ] Fie complexul / p, atunci Γr( , ) este un grup nul Într-adevăr, pentru r '= = eu -L shf ^ = Sa punem z'n - (φ + , apoi AZ™ = °' acestea z'n este un ciclu al lui Oa și, evident, astfel încât simplexul nu intră în acest ciclu Prin urmare, z'n este o combinație liniară integrală de cicluri și ciclu zn = z'n + am+ p"+ - /") = £'" + "ni+ zm+ este o combinație liniară întreagă de cicluri ' • • •” care este tre' a vrut să demonstreze Aleksandrov P S D-grupuri oѵclchksOv (grupuri inferioare ёegti) [ch V [ : ] Fie K un complex simplist G și r>r Fie Q - Ok(Tp) și B = Ek( p) (vezi capitolul , definiția [ : ]) Să presupunem că complexul K are următoarea proprietate: dacă Tm ⊂ Q" fața jugului simplexului m opus feței Tp este conținută în K Atunci grupurile Dovada Fiecărui simplex = ]pPp K~P~ ^ de comensurabilitate m > P + îi corespunde simplexul Tm~P~ ^B și anume fața simplexului Tm opusă feței Tp\, în timp ce fiecărui simplex \ /r> al complexului B se dovedește a fi atribuit unui singur simplex Tm = pP^h+ = fTpThl C > astfel încât se stabilește o mapare unu-la-unu a complexului Q \Tp pe B Alegem o anumită orientare tp a simplexului Tp\ apoi fiecare orientare tm a simplexului 'w corespunde unei orientări unice fm-pi == ftyi a unui simplex care satisface condiția tm = (/Ww-Pl); dacă ІР^(еъ ер\ tm -^r(е^ ererL em), apoi Astfel, am stabilit o mapare unu-la-unu f a mulțimii tuturor simplexelor orientate ale complexului Q \ TP pe mulțimea tuturor simplexelor orientate ale complexului B Să demonstrăm că : ) i) = (- ijp Lăsa ^l==e(cQt epep+ e,m- eni) și tif etH) Din capitolul , formula ( : I), avem ]ee'; ~ ( - ) -p- £C\ de unde urmează ( : ) Cometariu Maparea inversă a lui f din mulțimea tuturor simplexelor orientate B pe mulțimea tuturor simplexelor orientate ale complexului Q\TP se notează cu f~E Fie acum r^p-\-\ Fiecare lanț ) lanț de chibrituri fxr^^ Lr-p(B, ), care ia pe fiecare simplex orientat V'~P al complexului B valoarea pe care o ia lantul Cu alte cuvinte: dacă = atunci fxr+î = Yaiftf+E Aceasta stabilește o mapare izomorfă a lui / a grupului Zr+ (Q, ) pe Γ*^(B, ()) § ] DEFINIȚII, exemple, proprietăți generale simple Să demonstrăm că pentru orice lanț £ ІУ+ (Q, A) avem ( : ) Afcr-ti \u d (- p + i / Dlg-n Pentru aceasta, este suficient să arătăm că ( : ) D//^+i = (- p/d/f pentru orice simplex orientat /r+ al complexului Q Pentru a demonstra formula ( : ) consideram niste simplex orientati tr-?- ale complexului B si simplexul tr = f~l(pr-p- ) Să calculăm valorile ambelor lanțuri D//r + r și pe Lăsa J = /g-l Apoi (D//T+ /r-jo-l) = (tr-p- tr-P-^) = (ftr+l: ftr) = (- ) jy+l (/Trl :/r ), (/D/r+l tr-jj-l) = (D/ril //) = (> - ;/^ decât ( : ) dovedit Din ( : ) rezultă că sub un izomorfism f al grupului /A+ (Q, ) pe Lr~P(B, ) grupele Zr+i(Q, () și Hr^l() Q, ) sunt mapate la Zr~P(B, ) și respectiv Hr~p(B, T), astfel încât f generează un izomorfism cu același nume din grupul A^- ( , ) pe grupul Δr-j" (B, () , care urma să fie demonstrat Consecinţă Fie K o triangulație și e vârful ei Pentru oricare, grupul Γ+ (O^, ) este izomorf cu grupul Λ^(k^, ) În capitolul vom avea nevoie în esență de următoarea propoziție, care este un caz special al teoremei anterioare: [ : ] Fie K'= eK o piramidă deschisă peste complexul simplu K (vezi capitolul , art : ) Pentru r > grupurile Dz(K) și Dz + X(e/C) sunt izomorfe între ele Într-adevăr, în piramidă o piramidă deschisă e% este o stea, și /( este muchia stelei vârfului e, iar fața oricărui simplex | eT \ £ eK opusă vârfului e este simplexul GS K Astfel, toate condițiile teoremei [ : ] ( pentru p = , Tp = e) îndeplinită, de unde rezultă [ : ] șaisprezece *) Grupa D (K, ) În tot acest articol K există un complex simplist complet Grupul D°° (D', , este definit după cum urmează: ( : ) Doo(LG, ) = )//U°(/S ), unde Z°°(/G ) este grupul tuturor ciclurilor normale zero-dimensionale ale complexului K în raport cu domeniul coeficientului Prin [ : ], ) £DOo (), deci grupul de factori ( : ) are sens [ : ] Grupul D°u(/C, ) este suma directă a grupărilor izomorfe cu grupul , luată la fel de mare ca numărul de componente ale complexului K redus cu Dovada (pentru cazul unui număr finit de componente) Grupul Do(X, ) este suma directă a grupe izomorfe cu grupul , unde r? este numărul de componente ale complexului /C; cu alte cuvinte, grupul D° (/C, ) poate se consideră ca un grup de forme liniare z = аіхі din variabilele Xț cu coeficienți de la *) Mier Alexandrov - Hopf, cap V, § , pct (p ) Acest articol se aplică în mod substanțial în capitolele și J Citirea ei poate fi amânată până la aceste capitole * D-GRUPURI DE COMPLEXE (GRUPURI BETTY inferioare) [Ch V ОI Din definiția grupului A (TC, ) rezultă că acest grup este izomorf cu grupul acelor forme liniare pentru care ^^ = Prin urmare, teo- ui=l Rema [ : ] este conținută ca caz special în următoarea propoziție generală a teoriei grupurilor: Lema [ : ] Fie ln grupul tuturor formelor liniare P ( : ) Z= în n variabile x,( cu coeficienți din grupul abelian r Fie A un subgrup al grupului lw format din toate formele liniare ( : ) cu suma coeficienților egală cu zero; atunci £ este izomorfă la grupa ln L n forme liniare y ~ '^aixi în n - variabile xb , xn cu coeficienţi de Pentru demonstrație, luați în considerare următoarea mapare a grupului în grupul m" : fiecare element P = j aIXi potrivi elementul ѵ = /(r) = Xa{x{ grupa Pi Maparea f este o mapare pe întregul grup (n" Într-adevăr, dacă P Y \u d ^bіXi este un element arbitrar #" , apoi elementul n z \u d (- vi + J' C afișat, în virtutea /, pe y Pentru a demonstra că f este un izomorfism, este suficient să arătăm că, în virtutea lui /, numai elementul zero al grupului se mapează la zero al grupului " Într-adevăr, dacă P y = ixi = °> Z= adică b = = bn = și f(z) = y Dar x , x , , xn au același lucru coeficienți ca în y, adică coeficienți egali cu și, deoarece suma tuturor coeficienților din z este egală cu zero, coeficientul lui xr din z este, de asemenea, egal cu zero și, prin urmare, z este egal cu zero, ceea ce a fost să fi dovedit [ : ] Rangul iN(K) al grupului A (/ ~ eo) = ~ , m deci , care trebuie demonstrat : Descompunerea grupului (H, ) într-o sumă directă în termenii componentelor complexului H Fie H un s-complex arbitrar Pentru cazul în care R constă dintr-un număr finit de componente, să demonstrăm următoarea teoremă (ceea ce este adevărată și pentru un complex cu un număr infinit de componente) [ : ] Grupul Ar(R, T) este suma directă a grupurilor N(R\, (), unde sunt componentele complexului R Această teoremă decurge ușor din: [ : ] Dacă a-complexul R este un compus din două subcomplexuri închise disjuncte R’ și R”, atunci au loc următoarele expansiuni în sume directe: ( : ) ( : ) ^(R, r)=^(R', ) + ( : ) N? (I, ) = Er (I', )- - ), ( : ) Dg (I, ) = Dg (I', ) + Dg (I", ) Pentru a demonstra ( : ), este suficient să remarcăm că pentru orice xr ⊂ Lr (H, ) avem xg = Voi D-I "xg *) Capitolul , definiție [ : ] D-pere de COMPLEXE (grupuri de betty inferioare) [cap VIII Astfel Lr ) este suma subgrupurilor sale AG(R', ) și ) Deoarece ) și Lr($/', ), considerate subgrupuri ale grupului Ar(x, X), au un element comun unic datorită H'Q R" = , atunci //($, ) este o sumă directă a subgrupurilor /L (I', ) și /L (I", ) Dacă r £ (K) (respectiv, zr g Hr (/Q, zr = Axr + )' m avem, în virtutea deschiderea subcomplexelor /C', /C" (Cap , teorema [ : ]): K'zr e Zr(K') bK'xr^== K'zr, K'zr € Hr(K') respectiv K"zr e Zr (K"} ^Krrxr^ == K"zr, K"zr € Hr (K") astfel încât zr poate fi reprezentat în mod unic ca zr - z'r-j- zr,r, unde z'r ț Zr (Kr), z"r ț Zr (K") respectiv z'r £ Hr (K') > z"r £ Hr (K") Și întrucât, în virtutea naturii închise a subcomplexelor K* și K" din K, avem Z^(Arz)cZr(/ A este o mapare homomorfă a grupului Lr pe grup ~x, deci grupurile și sunt izomorfe, în special, au același rang: ( : ) dd/zp^pR - iy °) dacă pentru cele trei grupe A, B, C este satisfăcută relaţia A/B = C, atunci pA = p£-|-pC (Anexa , formula ( : )) Prin urmare, pe baza lui ( : ) și ( : ) avem pentru r - , , , ,// *) Ca întotdeauna, pr este numărul de elemente r-dimensionale ale complexului R R; prin urmare, în cazul de bază când K este un complex de elemente orientate ale triangulației M', notăm cu numărul de simplexe n-dimensionale ale Triangulației K PSEUDO MULTIPLU Secțiunea adică ( : ) = Mai mult, conform definiţiilor noastre, L~l - Z^i H~ este un grup nul, astfel încât ( : ) P(H-') = Pe de altă parte, există un rang al grupului R' - Zr^/HrQ, deci pentru r = , , , , P ( : ) ^ = p(Z;) - Introducând ( : ) în ( : ), obținem o formulă care este și de interes independent și anume: ( : ) t r==?r - p(^-i) p(/ip (PENTRU r== , , n) Din moment ce I" este un grup nul, atunci ( : ) r(/y") = , = -p(^~i) Înmulțind ambele părți ale egalității ( : ) cu (- )r și adunând (pentru r = , , , , n), obținem, ținând cont de ( : ) și ( ) : ), doar ( : ) Exemple de aplicare a formulei Euler-Poincaré vor fi date în paragraful următor § Pseudovariete Pe parcursul acestei secțiuni înțelegem prin complexul •••, J, IMіI- Este ușor de observat că aceste exemple (pentru s-uri diferite) epuizează, până la izomorfism, toate pseudovarietățile complete unidimensionale ° Orice triangulare a unei suprafețe închise (vezi capitolul ) este un exemplu de pseudovarietate bidimensională închisă În mod similar, triangulațiile suprafețelor cu graniță pot servi ca exemplu de varietăți bidimensionale și seudo cu graniță ° Dacă lipim două vârfuri opuse ale octaedrului (Fig ), atunci obținem un poliedru curbat bidimensional ale cărui triangulații pot servi ca exemplu de pseudovariete închise bidimensionale care nu sunt triangulații ale suprafețelor Corpul tridimensional corespunzător (considerat într-o anumită triangulație) este o pseudovarietă tridimensională cu graniță ° Dimpotrivă, dacă lipim două piramide cu vârfurile lor (Dev \), atunci nu vom obține nici măcar o pseudo-varietate cu graniță (de ce?) *) Adjectivul „combinatorial” este omis în acest capitol § ] PSEUDOCĂSĂTORI ° Orice subdiviziune a complexului [Ti], unde Tn este un simplex n-dimensional sau, în general, un poliedru convex n-dimensional, este o pseudovarietate n-dimensională cu graniță*) Mai mult decât atât, granița este o pseudovarietate completă (n - )-dimensională Un complex format dintr-un simplex n-dimensional este o pseudovarietate n-dimensională (pentru n > , este evident incomplet) : Pseudovariete orientabile Definiție [ : ] Fie T™ și două simplexuri n-dimensionale cu o față comună (n - )-dimensională s-* Să fie ZJ- unele Naiba Naiba fie orientarea simplexului de orientare şi a simplexelor T™ și T? sunt numite coerente dacă g p Evident, această definiție nu depinde de alegerea orientării t^ a simplexului h Lasă acum ( : ) simplexe n-dimensionale ale unei pseudovariete n-dimensionale /S Orientări ( : ) tn , tns *) Conexiunea puternică a complexului rezultat rezultă din cap L-grupe de Complexe (grupe inferioare betTi) [cap Simplicele acestor simplexe se spune că sunt coerente între ele dacă pentru oricare două simplexe Tf și T™ din ( : ) având o față comună (n - )-dimensională, orientările t™ și sunt coerente Definiție [ : ] Fie Ka o pseudovarietate n-dimensională sau o pseudovarietate cu graniță Se spune că Kn este orientabil dacă există un set de orientări coerente ale tuturor simplexelor n-dimensionale ale complexului Kn; altfel Kp se numeşte neorientabil Astfel, dacă A'" este o pseudovarietate neorientabilă (sau o pseudovarietate neorientabilă cu graniță), atunci indiferent de modul în care sunt alese orientările /™ ale tuturor simplexelor n-dimensionale, vom întotdeauna există cel puțin o pereche de orientări necoerente fm /g a două simplexe adiacente și T% Observație Fie Kn o pseudovarietate cu graniță și să fie limita sa Este ușor de observat că Kn este orientabil dacă și numai dacă pseudovarietatea incompletă Kn\Kn~x este orientabilă Prin urmare, toate întrebările legate de orientabilitatea pseudovarietăților cu graniță pot fi direct reduse la întrebări de anatomie pentru pseudovarietăți incomplete (fără graniță) Exemple ° Limita unui simplex n-dimensional (adică complexul K~x = [TD\Tn este o pseudovarietate orientabilă (n - )-dimensională Pentru a verifica acest lucru, este suficient să alegeți o orientare tn a simplexului Tn și astfel de orientări / ™ — dintre fețele sale (n- )-dimensionale, astfel încât (/w : Z™” ) = ° Triangulațiile suprafețelor închise neorientabile (de exemplu, un plan proiectiv sau o suprafață Klein) sunt pseudovariete complete neorientabile ° Să luăm o triangulare a unei suprafețe neorientabile cu o limită (de exemplu, o bandă Möbius) și să scoatem din această triangulare toate elementele ei care se află pe graniță Obținem o pseudovarietate incompletă neorientabilă Afirmațiile ° și ° trebuie dovedite de către cititor (a se vedea capitolul , § ) Dacă ( : ) T™, a ,T™ este colecția tuturor simplexelor n-dimensionale ale unei pseudovariete orientabile Kn și orientarea ( : ) /™ ,/f sunt coerente, apoi orientările evident, de asemenea, coerent Pe de altă parte, dacă orientările /™ și /™ a două simplexe T™ și T™ coerează PSEUDOMANOVERSIUNE § ] sunt închiriate, atunci orientările u — t™ sunt necoerente Prin urmare, atribuirea unei anumite orientări a unor simplex T* determină în mod unic orientările coerente cu / ale tuturor simplexelor adiacente T™ de-a lungul fețelor (n - )-dimensionale și, prin urmare (având în vedere conexiunea puternică a complex / Zn(Kn} Fie ( : ) o secvență înșelătoare Apoi, așa cum este ușor de observat (cf demonstrația teoremei [ : ]), (gp (r™ • t”) = a și Prin urmare, = (Arn • tn~x ~ a Dar, deoarece m este impar, elementul este egal cu zero, numai dacă a = , ceea ce trebuia demonstrat Cometariu În Capitolul , Teorema [ : ] se va demonstra că dacă pseudovarietatea n-dimensională Kn este neorientabilă și m este par, grupul A”(/ Consecinţă Numerele Betti cu dimensiuni zero și (n - ) dimensionale ale complexului Tn sunt egale cu , iar toate celelalte numere Betti Tn sunt egale cu Toate numerele Betti ale complexului [Tn] (cu excepția zero- dimensionale unu, evident egale cu ) sunt egale cu zero Suprafețe Triangulația /C a unei suprafețe închise (orientabilă) este o pseudovarietă bidimensională închisă (orientabilă) Prin urmare, întotdeauna k°(#)= , întrucât dacă K este orientabil, și ^(/ § ] CATEVA ADULTURI SI EXEMPLE Asa de: [ : ] Dacă K este o triangulație a unei suprafețe închise orientabile din genul p, atunci TCO(^ )= ? = p, k (n)= Dacă K este o triangulație a unei suprafețe neorientabile din genul p, atunci k (/ n - grupele Aj(/C) și Aj(/Q sunt izomorfe între ele] grupul este izomorf cu grupul coeficient ^o (^o)/ în ceea ce privește grupul, este posibil doua cazuri: a) Axn = o, atunci grupul = este format din toate lanțurile de forma cxn, pentru întregul c, deci, este un grup ciclic infinit b) Axnz/zO, atunci ^'(K) este un grup nul GRUPE D de complexe (grupe inferioare de pungi) [Ch VIP Dovada Fie r > n - Fiecare clasă de omologie este conținută într-o clasă de omologie = /(g£) £ Δ£(A), iar aceasta stabilește o mapare homomorfă f a grupului Δ£( şi deci z^Z^Ko), ceea ce dovedeşte afirmaţia noastră Astfel, / este o mapare homomorfă a grupului DG(KO) pe D'(Yu Nucleul homomorfismului / este colecția acelor clase de omologie Ε £ £(/Co) care sunt conținute în elementul zero al grupului £ £(K), adică care constau din ciclurile ( : ) ^C^(Ko)P^(K) Mai întâi să fie r > n - Dacă G; = DG+ , xr+ C^o+ W' atunci Qxr+ £ Zq+ (Q) și, în consecință, = D x'+ , e(Q), de unde urmează D \u d Qx^ -X + , X + (Ko> *) Scrieți Av^ în schimb § ] CATEVA ADUTURI SI EXEMPLE și, prin urmare (deoarece D Qxr+ -j- Du^ = AD x? + = ), adică AQx'-+i = -AX+ > rj = Axr+ = A Qx^ - A Koxr+ = A(/Qcr+l -^+ ) £ Hr (JQ Astfel, - Din monomorfismul f pe elementul zero al grupului A£(/ , este mapat doar elementul zero al grupului £(/Co) Cu alte cuvinte: în cazul r > n - , homomorfismul f este un izomorfism Trecem la cazul r = n - - Dacă r™* £ Z™' (/Co) Π adică r^~ = Dg/n, yn £ (An) apoi (din moment ce nu există simboluri i-dimensionale în lexs) yn^Z^(Q\ deci yn = cxn, u = c ∂ xn £ Jx Astfel, nucleul mapării homomorfe f a grupului ∆"- ∗) pe ∆∂ (/C) este un grup, astfel încât izomorfismul grupului uD^-CK) la- cazan Rămâne de luat în considerare cazul r — u Fie ^l ^ Zj(/(); deoarece nu există simplexe ^-dimensionale, atunci și, în consecință, ^W^Z^(Q), adică z = cxn, pentru întreg c Dar atunci și numai atunci există un ciclu al complexului când Dxl = , ceea ce trebuia demonstrat Să considerăm acum o mapare simplă a unei triangulații elementare U pe o triangulație și presupunem că Presupunem că harta luată în considerare pe Qp este izomorfă în următorul sens: ° Fiecare simplex se mapează la simplexul Kl aceeași dimensiune ° Dacă rr = S^, T'^, atunci C este singurul simplex al LG care este mapat prin mediere la Tț Cometariu Deoarece ^ este o mapare simplială, relația de subordonare dintre simpleci este desigur păstrată sub mapare Mapările simple £ care îndeplinesc această condiție vor fi numite admisibile [ : ] Fie o mapare simplă admisibilă a unei triangulații elementare L Grupurile Betti ale oricărei triangulații Kn a unui spațiu proiectiv n-dimensional sunt: (Dn) = dacă r este par și atunci gradul mapării S" este egal cu Într-adevăr, dacă |/^| nu este inclusă în S$K^, atunci pentru orice j avem (S«/!y • /^) = și y = prin formula ( : ) Observație Gradul de mapare simplă Sa a unei pseudovariete orientabile K$ într-o pseudovarietăre orientabilă Ka depinde de alegerea orientărilor K$ și KL Mai mult, este ușor de observat că atunci când o anumită orientare a uneia dintre pseudovarietățile K $ și Ka este înlocuit cu cel opus, gradul mapării își păstrează valoarea absolută, dar își schimbă semnul, Naiba L-GRUPURI de complexe (grupuri betti inferioare) [Ch VIII Observația Fie din când în când pseudovariete n-dimensionale, totuși, nu neapărat orientabile Grupuri D" (^) \u d Z "(/ аЯт> • • • ? • • • > Luând în considerare atât pseudovarietățile unidimensionale, cât și orientate în sens invers acelor de ceasornic și setarea pentru orice Z= , = , , , , m\ Sctdij- obținem o mapare simplă a pseudovariei K$ pe, iar gradul acestei mapări este egal cu y Schimbând orientarea uneia dintre aceste pseudovariete, obținem o hartă de grade - ț La naiba /n = , = Maparea simplială rezultată are, pentru n= , următoarea proprietate: pentru toate simplexele n-dimensionale, avem = v/ = (adică, fiecare simplex orientat n-dimensional al complexului K™ este acoperit sub mapare de imagini de simplexuri orientate identic ale complexului K™ într-un număr egal cu gradul mapării) Acum să fie n un număr natural; să presupunem că pseudovarietățile orientabile n-dimensionale K™ și Aș sunt triangulații ale poliedrelor situate în sfera Sn și că ni se oferă o mapare simplă a complexului K™ pe un complex de gradul care satisface condiția tocmai formulată § ] HARTĂRI SIMPLICE ALE PSEUDOCĂSĂTORII r şi luaţi două puncte o şi o' în Dn+ \/^n+ pe laturile opuse ale planului K !- Să construim piramide , > Fiecare dintre piramidele duble K«+i = și , Kp^ ^= și este o pseudovarietă dimensională închisă orientabilă (n ) cu inel de diviziune homeomorf la Sn+ Acum extindem maparea simplă Sa a complexului K™ la întregul complex prin stabilirea Sa(o) = o, Sv(o,) = o,' Obținem o mapare simplă a complexului pe /C+ cu proprietatea tgf == y, = pentru toate și având, de unde gradul Astfel, pentru orice număr natural n și pentru orice număr întreg -^ obținem triangulații K™, poliedre homeomorfe sferei n-dimensionale și hărți simple de gradul ale triangulației K* în K* În cele din urmă, observăm că pentru a obține o hartă de grad zero, este suficient să mapați întregul complex K™ pe vreun vârf al complexului So: [ : ] Pentru orice număr natural n și pentru orice număr întreg , există o mapare simplă de gradul de la o triangulație a unei sfere n-dimensionale la alta Observația : cazul n = Perechea de puncte r , ez se numește sferă zero-dimensională Ciclurile normale zero-dimensionale -e și eo-ei sunt numite orientări ale sferei zero-dimensionale Astfel, sfera zero-dimensională, ca și cea n-dimensională pentru n > , are două și doar două orientări Cu toate acestea, sfera zero-dimensională nu este o pseudo-varietate, deoarece nu are proprietatea de conexiune Să fie date două sfere zero-dimensionale S£ = {ra , ^ (^o) = ^* (^Șl) „ ) С (tfșo) = ^аО' ^ (^po) = ^ai ' (^ ) = ^aO* Să alegem acum câteva orientări şi ale sferelor S" şi S?, O aa B r"- de exemplu, orientările ra = e^ - e şi r^ = ei - e!j Când ^( ) = ^^) = o, = SD^) = - Este firesc să spunem că gradul primelor două mapări este egal cu zero; gradul celei de-a treia mapări este , iar gradul celui de-al patrulea este (- ) CAPITOLUL NOUĂ OPERATOR V SI GRUPELE V^(^, ED BAZE CANONICE CALCULUL GRUPURILOR Ar (St, ED SI V'(M) DIN GRUPE) Ao (®) § Operatorul V : Definiţia lanţului Vxg Să existe un complex a Pentru orice lanț r-dimensional xr £ Lr (SÎ, ED, definim (r-j~ / lanț dimensional numit limita V (sau granița superioară) a lanțului xr după cum urmează În fiecare pereche de celule reciproc opuse ale complexului SÎ notăm una dintre unele celule prin ti și determinăm valoarea lanțului pe celula (r )-dimensională /H- folosind formula: ( : )v ( + ) = W+ ■ ® *r(fi) i (sumare totală /£) Pentru comparație, amintim definiția ( : )d (/J- ) = f :іrГ') x-{fi) i Cometariu Dacă a-complex S; este definit ca un complex de elemente orientate ale unui complex K simplist sau poliedric, apoi în loc de pi-ef scriem V# Dacă este imposibil să înțelegi greșit /T\ se schimbă, apoi în loc de V& (respectiv /eu\? dar Vk) scriem doar V /I\ Exemple ° Stare complexă /C- / X um din toate muchiile și vârfurile tetraedrului / І^і^ ezІ- Lanțul zero-dimensional x° ia există o valoare de la vârful o, valoarea la toate celelalte vârfuri ale lui plexuri K Pe segmente orientate Naiba kah (^o), Z=l, , (dev ) lanț Vx° ia valoarea , pe elementele unidimensionale rămase ale complexului K lanțul ia valoarea zero Dacă notăm cu l lanțul Vx°, atunci Vxx = § ] OPERATOR V ° Complexul K este format din două triunghiuri și |e lanțul, prin definiție, ia valoarea , pe simplexul (r £ ) ia valoarea zero Lanțul Vx ia triunghiuri orientate u (e e e^) valoarea (dev ) ° Naiba (precum și Fig ) prezintă un tor împărțit în patrulaturi curbilinii (rata ABCD sunt identificate în perechi) Complex (laturile opuse ale pătratului K constă din patrulaterele menționate, laturile și vârfurile lor Orientare , elemente unidimensionale com * define rătăcit, așa cum este indicat în iad plex K ("orizontal" și "vertical") lanț x , conform leniation, ia valoarea ; apoi Vx - Același rezultat se va obține dacă x este setat egal cu D / și C despre % s h s st} l A ei Naiba , la naiba numai pe segmentele orizontale și verticale setați x egal cu , sau invers Dacă punem x (r^) = x (e j= (fi: "') ij î,j ♦ te ( : ) (Dx^-y- ) = (x^ Vy* ), Q E D Înlocuind în formula ( : ) lanțul y- prin xr și lanțul xr prin Y " , putem da acestei formule forma ( : ) (Uxg • Y+ ) = (x* • Du+ ) De aici derivăm identitatea principală ( : ) VVxg = pentru orice lanț xr al unui complex a arbitrar H Demonstrăm această identitate calculând valoarea lanțului VVxr pe un element arbitrar /r+ eH: (VVхг • Г+ ) = (Vхг • Д^г+ ) = (хг • ДДГ+ ) = : Grupele ), VG(I, ) Din definiție ( : ) ar trebui să = Vx[ztV xț Prin urmare, atribuind fiecărui lanț xr limita sa Vxr, obținem o hartă homomorfă V a grupului AG(H, ) în grupul Lr+ (H, ) Miezul acestui homomorfism este grupul /^(H, ), care constă din toate ciclurile V r-dimensionale, adică e din toate lanțurile r-dimensionale, *) Vezi Anexa , art : Aleksandrov P S OPERATORUL V ȘI GRUPELE VT($, ED GRUPURI CANONICE [Ch îtf a cărui limită V este egală cu zero Imaginea grupului Lr(&, ) sub homomorfismul V este subgrupul ?, ED, constând din toate lanțurile (r-ph- )-dimensionale care sunt limite V ale unor lanțuri r-dimensionale xr££z(Sl, ED Din identitatea de bază ( : ) urmează: Limita ^ a oricărui lanț este un ciclu \ Prin urmare, pentru orice r, grupul H, (^, ED este un subgrup al grupului ED Elementele zr ale grupului Γr^ (^, ED sunt numite v-a omoloage cu zero (θ cu ): (în ^ la ) Dacă r[ £ (H, , D, £ Z; , ED și r[ - r' £ H' (®, ), atunci ciclurile V r± și sunt numite V-omologi între ele (în ED: (în th, conform ED Observație Semnul omologiei V le are pe toate cele enumerate în Lava , art : proprietăți ale semnului de omologie ~ Definiție [ : ] grup Vg ($, ) = z; (®, ED/I; (®, ) Se numește grupul V r-dimensional, grupul superior Betti sau pur și simplu grupul Vg al complexului Y Observația Limita V a oricărui lanț n-dimensional al unui complex //-dimensional este egală cu zero; cu alte cuvinte, pe un complex n-dimensional toate lanțurile n-dimensionale sunt cicluri Z" (Sțn ED === rp ed, Pe de altă parte, limita V a elementului unic (zero) al grupului ) este un lanț zero-dimensional, identic egal cu zero Prin urmare, ^( , ) este un grup nul, astfel încât V° (®, ) = Z° (^, ED Observația Grupul Vr(®, ) se notează și cu VJ(SО), grupul Vr(®, Jm) cu V^(j); în loc de Vr(S, ED vom scrie adesea Vr(d), etc : Bucăți de lanțuri Fie xr ^ Lr(^) și So un subcomplex închis al complexului 'SB Deoarece subcomplexul ST este închis, rezultă că pentru orice /r+ £ SО avem (V^oSîo• ^+ ) = (Wo xr • /r+ ), (S?o V, xr • /r+ ) = (V^ • /rr) Asa de: [ : ] Pentru xr £ Lr(£ty și orice subcomplex închis al complexului Sf avem ( : ) V^SÎo^-iad^ În special, dacă xr ^ Z^(ft), atunci Z'(St )' § ] operator V D: Grupele V°(st, ) = Z°(St, ) Deoarece ) este un grup nul, atunci: V°(R\ ) == Z°(SÎ, ), iar pentru a calcula grupul V°($, ) trebuie să aflăm care lanțuri zero-dimensionale sunt V-cicluri Ne limităm la cazul în care ® este un complex de simplexe orientate ale unui complex simplial complet K În primul rând, fie K un complex conex și r° un V-ciclu zero-dimensional al complexului K Să demonstrăm că ciclul r° ia aceeași valoare la toate vârfurile complexului K Deoarece K este conex, este suficient să demonstrăm că ciclul r° ia aceeași valoare la oricare două vârfuri e , e } care sunt capetele segmentului | e et | £ K Dar această afirmaţie rezultă din faptul că V r° ia valoarea r°(^ ) - r°(e ) În schimb, dacă lanțul x° ia aceeași valoare la toate vârfurile, atunci V x° ia pe orice segment valoarea *° O pe / v adică /?~ x V Deoarece pentru orice |/™| £ Kn avem atunci /* , care este a vrut să demonstreze Din [ : ] urmează: [ : ] Orice număr întreg n-dimensional V-ciclu zn satisface pe Kn omologia zn~atn, unde \tn\ este orice /r-dimensional simplex Kn și a este un număr întreg Din [ : ], [ : ], [ : ] urmează: Teorema principală [ : ] Fie Kn o pseudovarietate n-dimensională] dacă Kn este orientabil, atunci ¥™(Kn) este un grup ciclic infinit; dacă Kn nu este orientabil, atunci V™(Kn) este un grup de ordinul Să deducem din propozițiile dovedite în acest articol încă o proprietate importantă a pseudovarietăților închise: [ : ] Fie Ko un subcomplex propriu închis al unei pseudovariete închise n-dimensionale Kn Atunci V^(K ) este un grup nul Dovada Fie tn un simplex n-dimensional orientat al complexului Ko* Este suficient să se demonstreze că ciclul V n-dimensional tn este omologul cu zero în KQ* Fie \і*\ £ A?\/Co; luăm o anumită orientare /* din ea În virtutea [ : ], avem tn ~ st™ în Kp, e = ± , v astfel încât să existe un lanț x*- (Kn) care satisface condiția V^x*- = /* - e/* Deoarece Ko este un subcomplex închis al complexului Kn, atunci, în virtutea teoremei [ : ], avem V^ KoXn~ = K Chkp xn~x ~ Ko^n — = /*> OPERATOR V ȘI GRUPURI sll) BAZE CANONICE [CH IX adică /ha~ în Ko, V Q E D § Bazele rețelelor ΔΕ(λ)- : Observații preliminare Din această secțiune și până la sfârșitul capitolului, presupunem că St este un s-complex finit u-dimensional Matricele de homomorfism D cu baze inițiale r = , rețelele (vezi Anexa I, Art : și Art : ) sunt matricele de incidență E'- = ®^- II ™ „ ')- Fie Xr - {x^, , х?г}, ( : ) = -GA i este o bază a rețelei LJ(Sl) și fie ( : ) = λ= > , ,pr, la apoi orice egalitate a formei ( : ) Dxg =; ur-\ xr = este o combinație liniară cu coeficienții ap de egalități ( : ) În acest caz, notând cu A matricea ||«^||, avem pentru matrice = formula H»- - AGEG~ (AG~ )- : Bazele conjugate ale rețelelor /£($) Lăsa fWr=(w;, ,wy}, ( : ) Eu - , Wr = , !; ( * ) wrp i} sunt două perechi de baze conjugate *) ale rețelelor LJ(^), corespunzătoare *) Anexa I, art : § ] BAZE DE ZARELE Lq (I) Responsabil /^^( I) Fie H~x = IhJ/" || matricea mapării homomorfe a grupului Ae(H) în grupul din bazele Wr, Wr~x\ ( : ) J Deoarece homomorfismele A și V sunt conjugate, atunci, pe baza teoremei [ : ] din Anexa I, avem ( : ) VwJ— = Deci, dacă rândurile matricei H ** "- exprimă limitele D ale elementelor de bază care se încadrează în aceste rânduri în tabel wj «Г*- •wr~ • • Pr- G • apoi coloanele matricei H**- exprimă limita V a elementelor bazei IP'- , îndreptând aceste coloane în tabel - r - Wi r - r - Wj Wpr i • r Г - - r ™rG Numărul este astfel coeficientul cu care wj ' intră în AwJ și coeficientul cu care intră În conformitate cu observația la teorema [ : ] din Anexa I, mai putem spune că mp/" este a y-a componentă contravariantă a elementului A^^Ao^ (Yu în baza Wr și componenta covariantă a z-a a elementului VwJ- în baza Wr : Exprimarea elementelor grupelor Lr (H, ) în raport cu bazele rețelei Lq (H) Teorema [ : ] Lăsa ^={ *fr} există o bază a grupului Au (I); fie % un grup abelian arbitrar OPERATOR V și GRUPURI Vr(Sl, ) Bazele CANONICE [Ch IX Apoi fiecare lanț xr £ Lr (H, ) poate fi reprezentat în mod unic sub formă i Unde Într-adevăr, să A = = k matrice ||a , și = (mod £+ ) b) Ciclurile ^ şi \ , bxxix și vi , v/ formează o bază a grupului H^ c) Ciclurile u[, , uxr \ ѵ , , vr r formează baza grupului GK Definiție [ : ] Baza ( : ) a grupului Za satisfăcătoare condiţiile a), b), c), se numeşte baza canonică a lui Z£ [ : ] Numerele sunt coeficienții de torsiune r-dimensional ai complexului R și, prin urmare, sunt definiți în mod unic} numărul este numărul Betti r-dimensional al complexului K- Într-adevăr, notând cu Z£, Urit Vj grupurile ciclice infinite generate, respectiv, de elementele zrh, uț, Vj, avem expansiuni în sume directe: [= ( : ) { t; eu i - și prin urmare (vezi teorema ( : ) Adăugare!), ( : )*) r = = *) Semnul este semnul izomorfismului dintre două grupuri OPERATOR V ȘI GRUPURI Vr(d, ), baze canonice [Ch IX Grupurile sunt grupuri ciclice finite de ordine Ѳ£, grupurile sunt grupuri ciclice infinite; numărul lor mc este rangul grupului Do(R), adică numărul Betti r-dimensional al lui $ Suma directă constă din toate elementele de ordin finit ale grupului Aj($) și, prin urmare, coincide (până la izomorfism) cu grupul de torsiune r-dimensional ^($) al complexului H: tg ( : ) ©CHYa) = M/TO- i = Deoarece grupul finit Ѳg($) este suma directă a tG a subgrupurilor ciclice de ordine Ѳ£ și (mod ), numerele £ și r sunt determinate în mod unic de grupul Ѳg($): numerele Th sunt torsiunea coeficienții grupului Ѳg($) (vezi Adaosul I, art : ), de unde și grupele Aq($), care urma să fie demonstrat : Baze omologice canonice Fie xr un ciclu întreg arbitrar Apoi, deoarece d == atunci xz este reprezentat în mod unic ca o combinație liniară ahzh + hui W- ejvj- Din moment ce g este baza grupului H', apoi xr—atunci şi este cuprins doar în H' când apgk + b • • • > £>•- > grupa Lr/Zr^ iar pentru orice xf £j', J'jCVj avem Dx'; = Ѳ'- și'" , Du' = V?- Să alegem lanțurile odată pentru totdeauna Prin Teorema [ : ] Anexa I, lanțurile formează o bază a grupului Lr Obținem următorul rezultat principal: Teoremă și definiție [ : ] Fie ® un a-complex finit de dimensiune n Pentru toți r = , , , ,n, se pot construi baze ( : ) - grupele Lr, iar relaţiile* ţin a) lanţurile zr^ ,r e r; urv ѵrv sunt cicluri și formează baza grupului ZrL\ b) ciclurile u', ,uxT\ formează o bază a grupului H±*, c) pentru toți r== , ,r, ordinea elementului nț față de Hră este un număr natural Ѳ^> , iar Ѳ Y ~^ ~ (e e ^f Y = (eSe ) > ^} == H"^ " ' Unde = (W *) Vezi capitolul , art : , exemplele - , și capitolul , art : , exercițiul § ] SISTEME DE BAZĂ CANONICĂ GRUPE Vq (®) f -Xr-І ; -> ; - } (r = , , ,n) este sistemul canonic de baze ale complexului Sistemul de baze ale rețelelor Lr, r = , , ,n, conjugate la baze ( : ) se numește sistemul de baze V ale complexului R Elementele acestor baze, conjugate respectiv la elementele: - • • mXg-iî - • -> ; - • ” ; - • '> notat cu ( : ) , i; ', , ^; eu -> eu- Baza în sine ( : ) este notată de Wr Ținând cont de faptul că homomorfismele D ale grupului Lr la grupul Lr~x și ale grupului Lr+ la grupul Lr sunt exprimate respectiv prin tabelele ( : ) și ( : ), și aplicând regula din articolul : , vedem ca homomorfismele V grupele Z/" in Lr si Lr in Lr+ sunt exprimate, respectiv, prin tabele: t/r—l ~r— \ -\r -G— „"G— -Lg- "-Xr-i -G uțr—l '- ' - ■Ug— * Ui ygg § ] SISTEME DE BAZĂ YAgіOYIMESKIE GRUPE Vg ($) - u' lZr+lv\ vrr—iia ~r -r Z Z r K xrv xrzr “r —r l-lg „J+ + m ' ? * = ^ /z> r == ta Chu =='V " În cazul Exemplului (art : ), sistemul de baze canonice construit acolo este autoadjunct, adică coincide cu sistemul corespunzător de baze V În cazul exemplului , avem un sistem de baze V: T? = £ xl = ti, ul^t\ și, așa cum ar trebui să fie, avem V xi \u d zzt OPERATORUL V ȘI GRUPELE Vr(^, ?t) BAZE CANONICE [cap X Deoarece ( : ) este baza grupului ZZ, fiecare lanț xr e Lr este reprezentabil în mod unic sub forma xr = -f- rj -J- ^chz £ ^x + "zK și ( : ) vxr = ^a^Ui ~ - ~ = 'tr Gr = 'Sidj^Xk - "zvyi - ^dkbrku^+ - '• unsprezece Prin urmare, lanțul xr este un ciclu V dacă și numai dacă în reprezentarea ( : ) avem fk = , , ,,t/, la I/ = , , ,ag Cu alte cuvinte, elementele şi, vrj> Zn j= , , -X” , lh - , , ,tgg bazele ( : ) formează baza benzii În plus, întrucât Wr și Wr~i sunt bazele grupurilor Lr și respectiv P' I, orice egalitate de formă Vx '- = xg este o combinație liniară de egalități ale formei Vxg- ^ og- ^, II chG'=b Și asta înseamnă că ciclul ( : ) xr = “ ” JEj bjVі ” ” b este cuprinsă în LG dacă și numai dacă în ( : ) avem ch - , ~ (mod Op- ) pentru toate h = , , , rs, z= , , Cu alte cuvinte, cicluri V ѳ;- "; • • •, • • • ~ c, Ui, VJ, SISTEME VAZ CANONICE GRUPURI respectiv prin LІ, K, ZL Ui, Vj avem expansiuni directe ale sumei: hG sG t^g yy- ag- Lr=+ Yi + D+ W + W, r== l-i i = i r=i j nr zr-l aG- ^F+F + F «= І= j=i ^r- Qr- ^ = LJ + F- = j=l de unde (vezi teorema [ : ] Anexa I) vs = z; /I; = W + W °G W L \u d i \u d l Aici grupul este un grup ciclic finit de ordin t' astfel încât, în virtutea lui ( : ), grupul ^ izomorf" Z = pe grupul de torsiune (r - )-dimensional ΓΓ (R) Grupările Z£ sunt grupări ciclice infinite, astfel încât grupul este în mod evident izomorf cu grupul A^ (H) l=i Asa de: Teorema [ : ] Grupul Vg(SV) este izomorf la suma directă (grupul de torsiune r-homeric și grupul Abelian liber py rang ttg (I) Fie Kn o pseudovarietate orientabilă; prin teorema [ : ], grupul V™(/ - ; patru M = „L - W r= ' >- ' ■' n- Fie dat un lanț £ Ar($, ) Pe baza teoremei [ : ], lanțul xr este reprezentat în mod unic în formă ( : ) xr \u d akhgk - zhUgi + "l zh + d * "i + ^ VJ bi^, ch^ și granița ei \u d n * Dx * + b \u d Yr + s * Dgl + XDiG + r / Svj \u d \u d ofc la * " c + W este egal cu zero dacă și numai dacă ( : > I '■ ** = O, / = , , , ar-i ' Astfel, pentru ca lanțul χ ⊂ Ar($, ) să fie un ciclu, este necesar și suficient ca în reprezentare ( : ) să fie îndeplinite condițiile ( : ) Cu alte cuvinte: Toate ciclurile ) și numai ele sunt (unic) reprezentabile la fel de ( : ) zr = + c* n + dZ + ^/' unde ch di}ej sunt elemente arbitrare ale grupului , iar fiecare ak este un element arbitrar al grupului ftr i l (după cum știm, ^ denotă subgrupul grupului , care constă din toate elementele i C care îndeplinesc condiția ma = ) Cometariu Un ciclu zr se numește ciclu de primul fel dacă în ( : ) toate ak = În caz contrar, zr sunt numite ciclu de al doilea fel § ] CALCULUL GRUPURILOR Ar (Sl,ît) și Vr( Q, Luați în considerare acum suma directă ( : ) ®= v£ - G+ /> • - z=lz = i unde fiecare dintre sumele directe , (/, este un grup Fiecare element ( : ) (ab ,a g-v, r ( db ,dxr- eb , "? „" •) grupurile ® corespunde în mod unic ciclului xk + i + În schimb, tocmai am văzut că fiecare ciclu ( : ) în virtutea condiției ( : ) corespunde în mod unic unui element ( : ) al grupului Deci: Să fie dat ciclul acum ( : ) xr = d**k + + ?^/ și lanț •>' ' Deci: Grupul Yad (I, ED) este izomorf cu grupul ( : ') De aici deducem cu ușurință următoarea propoziție: Teorema [ : ] Grupul &z (H, ED) este izomorf la suma directă tg t' xt og - + + Г'-/Ѳ/ = [- -І = ?=■! Într-adevăr, Teorema [ : ] rezultă din definiția lui Γr (R, ED) = (R, ED)/Rj (R, ED) a Teoremei [ : ] Anexa și din faptul că grupurile d(I, ED), Yad (I, ED) sunt izomorfe cu grupele ( : ) și respectiv ( : ') : Calculul grupelor VG(R, ED) se realizează folosind argumente similare celor prezentate Cu toate acestea, în loc de bazele D canonice, ar trebui să începem de la bazele V Fie arCL'(R, ED) arbitrară Avem o idee / \u d \u d L \u d i \u d ; = ( : ) prin elemente ale bazei în V În același timp [din cauza ( : )] ~r J "' \u d GF există un grup nul, iar grupul J/§J este un grup ciclic de ordinul Ѳ, atunci teorema [ : ] dă rezultatul deja cunoscut pentru = : f /• /• (i) \u d J + W \u d J + Ѳg (o eu ■== Teorema [ : ] dă pentru = J g g''" k"- ѵ'-v(®) = /+ R'G = '/тѳ'"'(у|) I=: un rezultat cunoscut și nouă (teorema [ : ]) b) ( = SR Deoarece pentru orice număr întreg pozitiv Ѳ avem «рЭі = ^ ), W == î, atunci kg &r($, er) = ^' kg "r) = ^- OPERATOR V ȘI GRUPURI Vr(St, ? ) BAZE CANONICE [cap IX Asa de: Grupările fR) și VG(H, i) sunt izomorfe între ele și sunt complet sunt determinate de numărul Betti r-dimensional al complexului J Cometariu Din [ : și [ : ]] rezultă că, dacă complexul H nu are nici torsiune r-dimensională, nici (r - )-dimensională, atunci pentru orice domeniu dat de coeficienți grupurile DG(R, ) și Vr (R , ) sunt sume directe ale nr de grupuri izomorfe grupului r și, în consecință, sunt complet determinate de un singur invariant numeric: numărul Betti r-dimensional al complexului H c) = fRr Avem pentru orice Ѳ natural prin urmare, A, = fRi, ( : ) T to' to (i, iad \u d V + X \u d ѳg (I) + iad Ă- = & i / t - - J (mi o) " „(*Ap)o = „^(m > o)” prin urmare (scriem (I) mort (I, Jm) dt (d) = L e > І »■ ' ' і fi — \ ( : !) ^m W = Vzh W- Deci, în special, ( : ) AI(I) = ѵ^(I) Formulele ( : ) pot fi scrise și ca o teoremă TEOREMA [ : ] Grupurile și v^(H) sunt izomorfe cu linia sumă: kg de grupuri ciclice de ordinul m, mX - grupuri ciclice de ordine (m, s^"" ), i - , , ,m~\ grupuri ciclice de ordine (m, ^), / = , , ,m :G Să completăm acest rezultat cu următoarele observații: Deoarece = Wm t G G -G -zr~^ J = (^)OT=( ^)m=(erw)" ; A",ѳ )=( ' (n ?"- ♦) Vezi Anexa I, art : , nota g ( : ) § ] calculul grupelor M' ( , ) I V'-(H, 'M) Asa de: H * xg k * ( : ) \u d Vt (Yu \u d\u d b ) + r \u d i " \u d g kg = (ѲГ- (Н>) ,„ + (e > w), „ + £/, „ În cele din urmă, „observând asta kg kg (I)) m + l,, = (ar w + O" = (x w) mai putem scrie ( : ) A^(I)= VyYA) = (I' i(I)),n+(dz(I)),n Observație Să revenim la formulele ( : ) și să presupunem că m este divizibil cu toate Ѳp , ^ (pentru aceasta este suficient, în special, ca m să fie divizibil după ordinele grupurilor Ѳ** "- (H) și Ѳr (H ) Și bG ) = eG (", e?) în; Și L””, „r ) = ^r =Ѳr w> i - i = X F \u d S W \u d & (*) ■ • == g - Avem: TEOREMA [ : ] Dacă m este divizibil cu toate Ѳ '+\ T' e' $ m(xr - bxr+ ) = ; xr - Dxr+ » myr\ yr £ Lr Deoarece Axr + și xr sunt cicluri întregi, atunci r și, prin urmare, y, este un ciclu întreg și xr - ar = hxr+^H^, decât se dovedeşte necesitatea condiţiei § ] calculul grupelor Ar(fl,sM) și Vr (St, ?[) Condiția este suficientă: Dacă xr - ar = Axr + , atunci care urma să fie dovedit Teorema [ : ] Fie xr un ciclu întreg, ( : ) xr = ^chz\ + Pentru ca raportul să aibă loc xr~b (mod w), este necesar și suficient ca reprezentarea ( : ) să aibă ( : ) (mod (mod (m, )) (pentru toate h și Z) Într-adevăr, fie xr > (mod m\, după teorema anterioară pe care o avem în acest caz xr = Dxr+ Lăsa x= adică xr^ (mod m) Teorema [ : ] Dacă un ciclu întreg xr nu este omolog cu zero (întreg), atunci nu poate fi omolog cu zero modulo m pentru orice m OPERATOR V ȘI GRUPURI Vr (Sн, лl) Bazele CANONICE [Ch IX Vom demonstra o propunere mai puternică, și anume: [ : ] Dacă xr H?, dar xr atunci pentru orice număr natural m divizibil cu ordinul grupului Ѳ^(H), avem (med t) Dacă, totuși, nu numai xr Hr±, ci și xr Hx, atunci pentru orice m suficient de mare (mod t) Într-adevăr, să fie mai întâi x? C și LET ІН> se împarte la ordinea grupului (I), deci, la toate Apoi M Prin urmare, dacă (mod m), atunci, în virtutea condiției ( : ), ai == (mod e), adică ai = dat ait întreg astfel încât ( : ) se transformă în ( : ) xr = chzrh + + &/Z'+ = = c^h+d ( aixi+l + M+ >- Rezultă că toate c^ sunt egale cu zero, astfel încât xr=q( YX+ + M+,)^q- Fie acum xr(£ H q Atunci în ( - ) nu toate c - sunt zerouri Dacă, de exemplu, cϵ , atunci, luând mXql, vedem că prima dintre condiții ( : ) pentru nu poate fi este satisfăcut și, prin urmare, nu poate fi x~ (mod m) § Calculul grupelor Ar(Sv, îl) și Vr(^, îl) din grupele AG(H\ Și ^)- : În secțiunea anterioară sunt date formule care fac posibilă, pentru orice domeniu al coeficienților S , calcularea grupelor uneori este oportun să se reducă grupele N(H, ) și (H, ) nu la grupele A( H, ), dar la grupurile grupele Δ^(H) Pentru aceasta este suficient să reducem la aceste grupe grupele ΔΕ(H) Teorema [ : ]*) Dacă pentru toți r = , , se cunosc grupele Γr(R, fRt),/ pentru toți r se cunosc și grupele, deci grupele Γ(R, ) și ν , atunci •* = -* " • • • ” хр*хі £ Dar în / se poate găsi y^ astfel încât ty^ = Setarea J' = J'i " • • • *Up, obținem mu = x Să presupunem, invers, pentru un x C dat și orice m este posibil să se găsească (în funcție de m) y C astfel încât mu = x Să luăm ordinea grupului X ca m Dacă x == tu, y = tțX, s С®, apoi x = * my = mt ~ ms £ \ care îndeplinește următoarea condiție: dacă grupurile A^(H) sunt cunoscute pentru toți r = , , , , atunci toate grupurile A £(H) și, în consecință, toate grupurile DG(R, ()), Vr(R, ) pentru orice ( Dovada Fie mg un număr natural divizibil cu ordinele tuturor grupurilor ѲΓ(λ) (dacă unele ξΓ(λ) sunt un grup nul, atunci ordinea sa este egală cu ) Să demonstrăm că pentru orice m natural de forma m = km , unde k este un număr întreg, afirmația Teoremei [ : ] este adevărată Într-adevăr, pe baza teoremei [ : ] avem ( ; ) (• ") = W + er-chya) + g jw, OPERATORUL V ŞI GRUPURI Vr(d\ îl) BAZE CANONICE [CH IX de unde pentru subgrupul m^rm($) cz A^($) obținem (reminintând că /n Ѳr (H) și /??OѲr" ($) sunt grupuri nule) /u r r (t) = Wo r (t) + m^r-i (t) + y m&it - Dar ^oAn An ~ A> t asa de = X Jk- Astfel, numărul cr, adică numărul Betti r-dimensional al complexului R, poate fi definit, m împărțit ca numărul de termeni ciclici direcți de ordinul # = - în care grupul se desparte; prin urmare, numerele zr ne sunt cunoscute Restul Este necesar să se definească grupuri ѲГ(Р) Grupul ($) este un grup nul Să presupunem că grupul r" (^) a fost deja definit până la izomorfism Apoi, din moment ce cunoaștem n, grupul kG ѲГ (Н) + Ș/^ se definește până la izomorfism Dar apoi de la ( : ) este definit până la izomorfism și grup r(t) = A(t)/( r- (t) + £ Jw) Astfel, pas cu pas, toate grupurile Ѳ^($) sunt definite § Omomorfismul Sp al grupului Ar(^,îl) în //(AGr, îl) generat de maparea simplă a complexului în Ka : Definiția homomorfismului ^ Fie și să fie complexe simple simple, fie o mapare simplă a unui complex într-un complex Kl Definim un homomorfism al grupului Lr (Ka, ) în grupul Z/(A^, îl) astfel: pentru orice lanț χ £ £ Z/(Ara, îl) și orice simplex orientat al complexului Ap punem ( : ) (SpXa • /^) - (х* • sltțj) (aceasta înseamnă că lanțul ^x» prin definiție ia ty o valoare egală cu valoarea lanțului x£ pe simplex dacă și valoarea dacă ^ = ) Dacă % = J sau ^A - Jm, iar pe lângă χη Ε Lr(Cl, ) există și un lanț = ), atunci din ( : ) rezultă: (S₽X • x$) = • "L) = "D zXag • ^) = = ^(xr • = (^ • &/”) = (%: - = (xr • ^^) Asa de, ( : ) • Xp) = (X' ■ ^x₽) p din grupul Vr(Ka, ) în grupul Vr(K^^y § ] homomorfismul S* al grupului Lr(K^ ED) în Lr(K^ ED) [ : ] Omomorfisme și sunt conjugate : Comutabilitatea operatorilor V și Să demonstrăm pentru orice lanț xJ^Z,r(^, ED) identitatea ( : ) V$rl£ = ^Vd£, analog cu identitatea ( : ) din capitolul În virtutea lui ( : ) și a formulei (Vxr • yr+ ) = (xr • yr ( ) - [formula ( : )], avem (^Vхі • = (Vx£ • S^ ) = (xj • AS^t ), (VÂ^ • $-') = (φ£ • D/e/*) = (** • sMG)-Deoarece AA'^p/- = atunci totul este dovedit Cititorul va găsi exemple de homomorfisme în art : capitolul , care poate fi citit acum : Teorema [ : ] Fie K$ și Ka complexe eșantionare complete finite, și fie s'l două mapări simple ale complexului LGr în Ka Dacă S? și generează pentru orice dimensiune r și pentru orice m = , , , același homomorfism al grupului &m(K^ în grupul &m(Ka), apoi pentru orice domeniu de coeficienți și orice dimensiune r homomorfismele și S ' sunt de asemenea la fel Dovada Să construim sisteme de bază canonice pentru K$ și Ka: {h' y& „p, ^}> K = {xm um um im Definiție [ : ] Notăm cu /> Γ(Φ) cel mai mic număr întreg /r care satisface următoarea condiție În orice înveliș deschis există o acoperire Z închisă a mulțimii compacte Φ al cărei nerv are k ca număr Betti r-dimensional Cometariu Fie m un număr prim Considerând numerele Betti modulo m în loc de numerele Betti ale nervilor învelișurilor închise a din compactul Φ, obținem o definiție a numerelor ^(Φ) care este complet analogă cu definiția numerelor #Γ(Φ) § ] DEFINIȚIA NUMERELOR &Г(Ф) Evident, dacă mulțimile compacte Φ și Φ' sunt homeomorfe între ele, atunci £z(Ф) = ^(Ф'), = ^(Ф') Cu alte cuvinte, atât numerele Γ(Φ), cât și numerele (Φ) sunt invarianți topologici Definiția grupurilor YAZG (F) Lema algebrică Fie A și B grupuri abeliene cu un număr finit de generatoare Dacă A este izomorf cu un subgrup al grupului B, iar grupul B este izomorf cu un subgrup al grupului A, atunci grupurile A și B sunt izomorfe între ele Dovada - vezi Anexa I, teorema [ : ] Fie acum Φ o mulțime compactă și r un număr întreg Definim în felul următor o anumită (poate goală) mulțime H G(Φ) de grupuri abeliene Mulțimea SS(Ф) constă prin definiție din toate grupurile definite până la izomorfism și care îndeplinesc următoarea condiție: Indiferent de capacul deschis al lui Φ, există un înscris în capacul închis a lui Φ astfel încât grupul este izomorf cu grupul Do(Ka), unde Ka este nervul capacului a Din teorema [ : ] din capitolul rezultă: (F) poate fi definită ca mulțimea tuturor grupurilor care îndeplinesc condiția: Oricare ar fi e > , există o acoperire e închisă a din mulțimea compactă Φ astfel încât Do(/Ca) este izomorfă la Un grup £ £ BG(F) este numit cel mai mic grup din sistemul G(F) dacă fiecare grup £ G(F) conține un subgrup propriu sau impropriu izomorf cu grupul O Este posibil ca sistemul G(F) să nu conţină un singur grup mai mic în sensul indicat; dar dacă Γ(Φ) conține cel mai mic grup, atunci (după lema algebrică) doar unul Definiție [ : ] Cel mai mic grup (dacă există) din sistemul G(F) este notat cu G(F) Cometariu Este evident că dacă Г(Ф) există, atunci există și Г(Ф') pentru orice Ф' homeomorf la mulțimea compactă Ф, iar grupurile Г(Ф') și Г(Ф) sunt izomorfe între ele Cu alte cuvinte, grupurile G(F) sunt invariante din punct de vedere topologic Enunț de teoreme privind invarianța numerelor și grupurilor Betti Sarcina principală a acestui capitol este de a demonstra următoarele teoreme*: Teorema [ : ] Pentru orice triangulare a Kpoliedrului Φ avem *) Pe parcurs se va reproșa și teorema punții * INVARIANTA GRUPULUI ÎN VETTY [m EU SUNT Teorema [ : ] Dacă Φ este un poliedru și K este o triangulație a acestuia, atunci grupul Γ(Φ) există și este izomorf cu grupul Do(/ înseamnă sgn C' c= - , deci Ctr~r = C'tr^ = I ~ a I și din vârfurile acestor segmente; notăm cu U® vârful A -C Complexele Uț, Uț, Uț formează sistemul fundamental de subcomplexe ale complexului K Următoarea teoremă generală este valabilă (avem nevoie doar de cazul său special [ : ], vezi mai jos): [ : ] Fie K\ o subdiviziune a complexului K; notăm cu Țț elementele complexului K r = , , , m, Z = , , , r; prin tine? notăm complexul format din toate elementele complexului Къ aflat pe Tț (adică având ca suport simplexul Tț) Complexele U? formează un sistem fundamental de subcomplexe ale complexului Kb Cel mai simplu mod de a demonstra teorema [ : ] este prin metodele art : după ce a fost demonstrată teorema invarianței grupului Betti (care se bazează numai pe teorema [ : ]) Teorema [ : ] pentru cazul în care Ki este o subdiviziune baricentrică a complexului K, cititorul poate demonstra sub forma unui exercițiu și acum O demonstrație directă a teoremei [ : ] în formă generală este dată, de exemplu, în Aleksandrov-Hopf, Topologie, I, capitolul Teorema [ : ] clarifică în mare măsură sensul sistemelor fundamentale de subcomplexe După cum sa menționat deja, nu vom folosi această teoremă în toată generalitatea ei, dar cazul ei particular, referitor la subdiviziunile elementare, este esențial pentru a demonstra invarianța grupurilor Betti Vom demonstra acum acest caz special [ : ] Fie Kx o subdiviziune elementară* a complexului K față de un simplex T e K Notăm cu K mulțimea tuturor subcomplexelor Ur complex Ku> fiind sub *) Capitolul , art, : , § ] DIVIZIUNEA CIRCUITURILOR SISTEME FUNDAMENTALE împărțiri ale simplexelor Tț ale complexului K> (Fiecare dintre complexele Ur fie este format dintr-un singur simplex nedivizat al complexului K trecând neschimbat într-un complex sau este o subdiviziune elementară a unor simplexuri ale complexului K ) Mulțimea K este un sistem fundamental de subcomplexe ale complexului K- Dovada În virtutea teoremei [ : ] din capitolul , este suficient să verificăm că o subdiviziune elementară a unor simplex T™ este o pseudovarietate orientabilă Prin inducerea numărului de dimensiuni ale simplexului T™, este ușor de demonstrat, în primul rând, că există un complex puternic conectat, al cărui element (n - )-dimensional este alăturat exact de două n-dimensionale elemente, adică că există o pseudovarietate Orientarea este obținută prin luarea orientării t™ a simplexului T" și construirea unui lanț ca în art : : acest lanț este în mod evident ciclul n-dimensional al complexului : Sisteme fundamentale de lanț Definiție [ : ] Sistem de lanțuri întregi u^ (de dimensiuni diferite) al unui complex se numește sistem fundamental de lanțuri ale acestui complex dacă sunt îndeplinite următoarele condiții: ° există o combinație liniară (cu coeficienți întregi) lanţuri u^y ° Lanțurile și sunt liniar independente unele de altele ° Fiecare clasă de omologie are cicluri care sunt combinații liniare de lanțuri și? ° Dacă J) și xț sunt o combinație liniară de lanțuri === atunci există o astfel de combinație liniară x?+ == a^+ ' h ce Importanța conceptului de sistem de lanț fundamental se bazează pe următoarele teoreme [ : ] și [ : ]: Teorema [ : ] Să fie dat un sistem fundamental de subcomplexe U?{ ale unui complex n-dimensional / r, atunci există există un lanţ ϵ£ £ LrQ (/Cp) care satisface condiţiile* a) D^ = D^; b) Dovada După definiţia numărului q > r, lanţul χ£ se află pe complexul K$ şi nu se află pe pseudovarietatea U$i sunt subcomplexe deschise ale complexului /C|; asa de Uți - Uli xp == Astfel Cp/Xp este un ciclu pe (Uv/ Deoarece r avem Dl'rLr/' = U$i х$іурі xr?—kG =bub x^=dk? ^- uk, eu i eu SAU ( : ) xp - (K'T*xp - Yk) ~ D^v • il Deoarece se află pe Kf x, atunci întregul lanț - ^Uk = U? se află pe KG , iar din ( : ) urmează -y? =g £ xG Deoarece x' — y^U^K^ — d^x₽+ > x'Pț Lr +l(K ) Lăsa Lanțul are o limită, așa că lema [ : ] se aplică și obținem un lanț y£+ care satisface condițiile ?Suz+ ) Continuând, dacă este necesar, să aplicăm lema [ : ], obținem în final un lanț astfel încât q=r - , D^+ = r£ deci, pe baza lemei [ : ], lanțul ϵ^ este o combinație liniară a lanțurilor n" , care urma să fie demonstrată Din [ : ] și [ : ] urmează: [ : ] Fie o subdiviziune elementară a complexului de lanț s^i, unde trai sunt simboluri orientate plexurile complexului formează sistemul fundamental de lanțuri al complexului K$ Să numim (ca în capitolul , art : ) o subdiviziune corectă a unui complex CL dat orice subdiviziune rezultată dintr-un număr finit de subdiviziuni elementare succesive § ] DIVIZIUNEA CIRCUITURILOR SISTEME FUNDAMENTALE І [ : ] *) Fie K$ o subdiviziune regulată a complexului Dacă sunt simplexuri orientate ale complexului, atunci lanțurile s^tai formează un sistem fundamental de lanțuri În special, această afirmație este adevărată dacă este o subdiviziune baricentrică a complexului KL Dovada Spunem că o subdiviziune propriu-zisă a complexului CL are rang p dacă se poate obține din Ka prin p subdiviziuni elementare și nu poate fi obținută din / -chuls" / a^Cp-d^+i "" (p-Da "F, Z&p -' b • • • , unu-la-unu corespondent că ui corespunde lanțului u$i, iar elementului corespunde lanțului - u$i — 'Pi • ■ r— ' ^Ir~ g şi?g 'G - V • 'g - • • V; •• •^rGrG-I , conform căruia avem ( : ) ( : ) la [ : ] Stare de bază Mi-=O mulțumit, deci sunt un complex Într-adevăr, în virtutea lui ( : ), ( : ), ( : ), avem dd = d^V "G = W DyG' = s "G = J jj k V' /V f— r- \ r— — j 'J 'PL ) like , *j j Deoarece DD «£/ = , atunci ( riij lffljk ) u^k = , independența liniară a lanțurilor u$k înseamnă = pentru oricare j /, d și DDі = Astfel, complexul celular $ este un complex a Numim acest complex complexul a definit de sistemul fundamental dat de lanțuri Observație Să existe o subdiviziune elementară a complexului Kl Să considerăm un sistem fundamental format din lanțuri sțfbi, unde trai sunt simplexe orientate ale complexului, și notăm cu SÎ complexul a definit de acest sistem fundamental Acest α-complex este izomorf cu α-complexul Rα, care constă din simplexuri orientate ale complexului /Ca Această afirmație decurge direct din teorema [ : ] și din definiția complexului s *) Următoarea afirmație este adevărată pentru orice împărțire a lui K (vezi teoremele [ : ] și [ : ) GZHP BÖTTY INVARIANCE [Ch Observația Să revenim la exemplele și art : la sistemele fundamentale de subcomplexe construite acolo ale complexului K, care în Exemplul este o triangulație a unui tor, iar în Exemplul o triangulație a unui plan proiectiv Orientările elementelor EPC ale sistemelor fundamentale de subcomplexe formează, în virtutea teoremei [ : ], sistemul fundamental de lanțuri: • U$i, U^, Iz respectiv i u^i, ^pij u^i* ^complexele corespunzătoare ? { ±Ur,± ,—U- , ±U I И ( ± ъ ± uІ ZZ Ui ] ; esența nu este altceva decât complexele a luate în considerare de noi în Capitolul Art : , exemplele și : O hartă izomorfă p a grupului Lr(J) în grupul Lr(K$)A Asociați fiecare lanț J xr = ^a(u^bz(^) I lanţ Harta rezultată p a grupului AG(H) în grupul Lr(K$) este în mod evident un homomorfism Dar homomorfismul p este un izomorfism, deoarece! din [ xr = rezultă, în virtutea independenței liniare a lanțurilor u^, că toate ar = , adică xr = Mai departe, ofilii := Alipi == Uj~ = fi Uaz> ' ' ' M"-r> ^al ' ' • Zț grupuri Această construcție definește baza grupului Zqș , care este format din cicluri: L \u d g " g Sex- \u d \u d V * l ' La această bază adăugăm câteva cicluri Vy £ astfel încât să obținem baza canonică • • „оѵ • • ■> <>• • •> Zș grupuri În virtutea izomorfismului D între L^/Z^ şi H^ la bază grupa baza meciului V"' - grupele Lț/Zț; în acest caz, din moment ce apoi în igoi și putem alege respectiv lanțuri x n<> y^- = s* y^ Alegem astfel de lanțuri lanțuri arbitrare yr^, ț y^ pentru toate z = , , m* - i, J = , , § patru] SISTEME CANONICE DE BAZE $ Obținem sistemul dorit de baze canonice: ( : e) r == , l L " ■•■'ho,g-i' Uov- yrv z ' ' zr ■ ur ■ • • 'g k'-' ' • • r t> ' • L' vî ■^,r grupuri cu relaţii ( : d) [ = Ig igm x; Du^ = v'oj \ Du/, = vț, \ I D h z h xr u№ yro VQl Ui Vl' ! INVARIANȚA GRUPURILOR BETTY [Ch X fiecare linie (citită ca formă liniară în raport cu j/Jr"" , "oiG " vjf' , exprimă limita D a elementului r-dimensional al bazei ( : e) care se încadrează în această linie; prin urmare, fiecare coloană a aceluiași tabel (citită ca liniară forma față de u^, v ^, ѵr^ ^oh' Voi> Vy} exprimă limita V a antetului acestei linii (r - element j-dimensional al bazei ( : v), din care egalitățile urmează imediat: Vig-i = = VV-L = = O, transformarea în egalități ( : v); dacă înlocuim (r - ) cu r Ca și în capitolul , art : , ne asigurăm că ciclurile TU ~~g ~,g ~~g u k> V I> VV formează o bază a grupului Zp?, iar ciclurile ѲT - G la u k> V I' ѵv este baza grupului H£v : Homomorfisme normale în baze canonice Să vedem acum ce formă capătă matricea homomorfismului normal al grupurilor din A* în sistemele de baze canonice ale complexelor Avem Să, în plus, Ur ~ ^аГІ Хіі + bre y^J + ej'h + dj'k Uak + ijhkl unde coeficienții din dreapta sunt niște numere întregi În cele din urmă, din moment ce ѵгѵ Hț, atunci ҵгѵ € Н[, adică S? ѵгІГ = У\рѵіргкггл + k + ^h unde p^k, qvl sunt numere întregi Toate acestea pot fi scrise ca i din tabelul plasat la pagina , unde fiecare linie (citită ca formă liniară în raport cu хгйі, yțj, zrok, urak > v £г) exprimă imaginea elementului de bază care se îndreaptă pe această linie ( : e) sub homomorfism S - : Omomorfismul conjugat la normal Trecând la baze conjugate și amintindu-ne că homomorfismele și ^ sunt conjugate, observăm pe baza teoremei ( : ) din Anexa I că fiecare coloană a tabelului nostru (citită ca formă liniară în raport cu Vqj, ѵ^ , z^, x^k , Y^ > Yi'^ exprimă imaginea elementului de bază care conduce această coloană li> vx'i' r^Π' xak' sub homomorfism § patru] SISTEME CANONICE DE BAZE x*i UHF vr Y vi G Zvh = ZQH + Cî'h VU' La Dar deci, notând prin uarp ОF^, respectiv V-clase de elemente zrQh* avem ( • ) „Por sș âîh = Evil,” dar clasele V xi^, formează baza grupului Vr(/Ca), iar clasele V baza grupului Vr(/f Din ( : ) rezultă că, în virtutea homomorfismului ^, aceste două baze sunt plasate într-o corespondență reciprocă unu-la-unu, adică că ^$| este o mapare izomorfă a grupului Vr(Aga) pe Vr(A^) Să rezumam rezultatele acestei secțiuni [ : ] Să existe o mapare normală a subdiviziunii triangulației CL pe CL și maparea omomorfă corespunzătoare a grupului Γ pe Γ INVARIANȚA GRUPURILOR BETTY [Ch X § Complexe Krn Mici schimbări în poliedre și compacte Teorema punții și invarianța numerelor Betti : Complexul lanțului s al spațiului metric /? Fie un spațiu metric /? iar numărul e> Să numim astfel st sau e-simplex al spațiului /? orice set finit de puncte din spațiu/? având un diametru , s' > și e'-deplasează S al mulțimii M în R Deoarece pentru oricare două puncte p și pr ale mulțimii M, imaginile lor q = S(x), q' = S(x' ) avem P( i') atunci oricărui e-schelet al subspațiului Afi= Rt, în virtutea mapării S, îi corespunde un e^- e'-schelet al spațiului R Cu alte cuvinte, maparea S a mulțimii M generează o simplitate simplă maparea complexului Kr* în complexul Kr^+w Această mapare se numește Deplasarea ’ a complexului Kr^ este de asemenea notă cu S În virtutea mapării simple S, fiecare lanț s corespunde catenei (eC- e') Sxr = ^CiS tri C dacă = (r eg), atunci Sfț - (Se Ser) Lanțul Sxr se numește deplasarea s a lanțului xr : schimbări canonice Fie Φ o mulțime compactă (un caz deosebit de comun este atunci când Φ este definit ca o mulțime mărginită închisă situată într-un spațiu euclidian Rn) Fie Μ o oarecare submulțime a mulțimii compacte Φ: Fie, în sfârșit, să fie dat un e-copertă închis ( : ) a = L }, A u uL = f spaţiul Φ şi nervul Ka al învelişului a, realizat în Φ sau dacă Φc: /?n, într-o vecinătate dată a lui Φ Aceasta înseamnă că vârful nervului corespunzător elementului Ai al învelişului a este un punct de mulţimea Ab sau un punct separat de A nu mai departe de un anumit t > , în orice caz atât de mic încât este numărul Lebesgue al acoperirii a, astfel încât, în special, diametrul mulţimii A?) (vezi capitolul , art : , nota despre aceasta) Să definim acum deplasarea ε a mulțimii TIsF după cum urmează Fie p un punct arbitrar al multimii M; luăm o mulțime care conține punctul p (dacă există mai multe astfel de Ai, alegem unul precis dintre ele) Fie e vârful nervului corespunzător mulţimii A^ Noi credem ? = ^(p) = e În sfârșit, notăm cu ti(/Ca) orice număr Lebesgue al învelișului a mai mic decât toate e(TaD) Nervul învelișului a este complexul /Ca; c, unde este numărul Lebesgue al învelișului a În special, dacă M este mulțimea tuturor vârfurilor unei subdiviziuni a triangulației /Ca, atunci deplasarea canonică a mulțimii M față de /Ca atribuie fiecărui vârf e al complexului /Cp centrul care conține acest vârf al stea baricentrică închisă a complexului Kl, adică (vezi , teorema [ : ]) vreun vârf al suportului punctului e$ în complexul Kl Prin urmare, orice deplasare canonică a mulțimii de vârfuri în raport cu generează o deplasare normală a complexului K$ în /Ca Formulăm pe scurt acest rezultat după cum urmează: [ : ] Orice schimbare canonică a unei subdiviziuni a unei triangulații în raport cu este o schimbare normală Vom oferi acum o consolidare a acestei propuneri, care va fi aplicată constant în viitor Teorema principală [ : ] Fie /Cp o subdiviziune a triangulației K* a poliedrului Φ = /Ca = /Cp Fie m] = m] (/Q și d^ o translație x a mulțimii M a tuturor vârfurilor complexului din poliedrul Φ; în cele din urmă, fie Sj translația canonică a poliedrului Φ față de KL Atunci maparea * ^ este maparea normală a complexului /Cp pe complex, astfel încât pentru orice lanț xrv £ Lr (/Ca) avem ( : ) = în special, pentru orice simplex orientat al lui K* avem ( : ) S%d^ = ta Dovada Dacă e^ este un vârf /Cp, atunci prin însăși definiția numărului m] (/Q a punctului e^ poate aparține numai acelor elemente ale acoperirii baricentrice a ale căror centre sunt vârfurile suportului punctului e& în complexul KK', rezultă imediat că ^ d^e^ este vârful de sprijin al punctului e^ din complexul KL, ceea ce urma să fie demonstrat : Teorema podului Invarianța numerelor Betti La fel de vom vedea acum atât teorema puntei*) cât și egalitatea ( : ) = urmează imediat din teorema [ : ] *) Capitolul , observații introductive, teorema ІГ și II INVARIANȚA GRUPURILOR BETTY [Ch EU SUNT Demonstrarea teoremei podului Să Dasch | triangulația / n, ceea ce urma să fie demonstrat Dovada egalității [ : ] Există învelișuri închise arbitrar mici ț ale poliedrului Ф = К*, pentru nervul К( din care avem (/Q = (/Q Într-adevăr, este suficient să definim divide y ca o acoperire baricentrică*) conjugată la o subdiviziune baricentrică multiplă destul de mică Cl a complexului Ka prin urmare și rămâne doar să arătăm că pentru orice acoperire închisă suficient de adâncă cp a poliedrului Φ - Ka avem (notând, ca întotdeauna, nervul acoperirii cp cu /Q , există o acoperire e închisă ț cu nervul Kv, astfel încât grupul este izomorf cu grupul AJ(/Q Pentru a construi un înveliș ț, este suficient să luăm un număr natural atât de mare încât stelele baricentrice închise ale subdiviziunii baricentrice cu pliuri A K^ a complexului K* să aibă un diametru mai mic decât e Aceste stele formează un s închis -acoperirea poliedrului Φ al cărui nerv este un grup K^ (^n) este izomorfă cu grupul ΔΕ(ΛΛ) Treceți la proba [ : ]L Fie £ F(F); fie m] = ym](/ n - sunt evident puncte obisnuite ale poliedrului Φ; în consecință, punctele singulare ale acestui poliedru formează o mulțime închisă de dimensiune co ° Oricare ar fi r > , există un număr natural A(e) astfel încât pentru Z/>/z(s), /zz/>/z(e) r ~ r Zh' £ Zh"' Ciclurile adevărate sunt notate după cum urmează: : ) Z" = ( , , *, , ) Suma a două cicluri adevărate ( : ) Zi = (rp, £ , , • • •) și Z = (r , r , r l, ) numit ciclu adevărat Z -(Zn-j-Zn, ^ ~ ^ , • • •; -Zzh, • • •)• Această adăugare transformă mulțimea tuturor ciclurilor adevărate r-dimensionale ale mulțimii compacte Φ peste domeniul coeficientului în grupul £Γ(Φ, ) Într-adevăr, adăugarea tocmai definită este în mod evident asociativă; printre ciclurile adevărate există un ciclu zero, care se obține, Vezi capitolul , art cinci; , : A-GRUPE DE COMPACTE [cap xv dacă în formula ( : ) pentru tot i punem z* = În cele din urmă, la ciclul ( : ) există un ciclu opus - zr = ( gi, - , - zhi ), care satisface condiția zr + (-zr)- Un ciclu adevărat ( : ) se numește omolog cu zero în Φ* dacă pentru fiecare s > se poate găsi un A(e) astfel încât pentru toate A>/r(r) ~ în F el Se spune că două cicluri adevărate zî și z£ sunt omoloage între ele dacă diferența lor este omoloagă cu zero Dacă ciclurile adevărate g Z ѵ T G \ G /GT T x Z —- (- D , ^ ? • • • н • • • ) ȘI ^ := (- Д , A (r), /r>A (e) avem un lanț r W - r - r Хці și x h , mărginite, respectiv, de ciclurile z^ și z l Atunci pentru A mai mare decât hA(e) și A (d), noi -Ts*il -f- X h care este ceea ce s-a cerut Deoarece, în plus, ciclul adevărat nul este omologul cu zero și faptul că zr ~ implică (—zr) > , atunci ciclurile adevărate /'-dimensionale* omoloage cu zero în Φ formează un subgrup Z r (F, IX) Definiție [ : ] Grup suplimentar AG(F, () = >'(F, ?() / ?'(F, ) este numit un grup A /'-dimensional (sau pur şi simplu un grup A) al unui pachet k Φ în raport cu domeniul coeficienţilor ; elementele grupului Φ(Φ, ) sunt clasele de cicluri adevărate care sunt omoloage între ele („clasele de omologie ale mulțimii compacte Φ”) Observație Deoarece un ciclu adevărat este definit ca o secvență de ^-cicluri z\, conceptul de „o subsecvență a unui ciclu adevărat dat” nu necesită explicație În mod similar, este firesc ca ciclurile zrh care alcătuiesc ciclul adevărat ( : ) să fie numite „termeni” sau elemente ale ciclului adevărat ( : ) Evident, fiecare subsecvență a unui ciclu adevărat este ea însăși un ciclu adevărat Din a doua condiție, care definește conceptul de ciclu adevărat, rezultă imediat că orice subsecvență a unui ciclu adevărat zr este un ciclu adevărat omolog cu ciclul zr- Leme privind deplasările S și r-omologiile § ] Observația Dacă Φ', atunci fiecare ciclu adevărat al compactului Φ' este, de asemenea, un ciclu adevărat al compactului Φ, cu toate acestea, ciclul adevărat ( : ) al compactului Φ poate să nu fie un ciclu adevărat al compactului Φ' chiar şi atunci când Φ' cz φ conţine vârfurile tuturor ciclurilor *) Prin urmare, următoarea definiție are sens: Să fie dat un ciclu adevărat ( : ) al unui Φ compact; orice submulțime închisă Φ' cz Φ astfel încât ( : ) este în același timp un ciclu adevărat al compactului Φ' se numește purtătorul unui ciclu adevărat în compactul Φ Exemple care ilustrează conceptul unui ciclu adevărat u, în special, conţinutul acestei remarci va fi dat în paragraful următor § Leme despre s-shifts si s-omologii**) : Prisme și deplasări în S Fie un spațiu metric, xz un lanț electronic al spațiului /? Fie S o deplasare s’ a mulțimii de vârfuri ale lanțului xr, luând lanțul în lanț x'r = Sxr Presupunând că vârfurile lanțului xr sunt numerotate într-o anumită ordine odată pentru totdeauna, luăm în considerare prisma /qOi] peste complexul de schelete = (vezi capitolul , art : ) Definim maparea S’ a mulțimii tuturor vârfurilor prismei în spațiul R astfel: dacă ei este vârful bazei inferioare a prismei TQoij (adică vârful lanțului xz), atunci setăm dacă există un vârf al superiorului a bazei prismei ^Oc, iar ei este vârful bazei inferioare care îi corespunde, atunci setăm S'eS - Se^, Dacă (e$ ekek er) este un schelet al prismei ^Oi], atunci imaginea sa sub maparea S' este în mod evident mulțimea | SeG, , Sek, ekY , er|, al cărui diametru este egal cu cel mai mare dintre numerele p(eu ej\ Sej), p(εi, Sej), unde ei ej sunt vreo două vârfuri aparținând aceluiași același nucleu al complexului K Dar p(e;> ^ ) • • • > ' • • sunt subdiviziunile baricentrice succesive ale triangulației poliedrului Φ; maximul diametrelor simplex Kah tinde spre zero pe măsură ce h crește Fie r\ un ciclu al complexului K* și fie r"r, r* , , subdiviziunile sale succesive în complexele Ka , f • • • ) este un ciclu adevărat al poliedrului F Într-adevăr, notând cu sh diametrul maxim al simplexelor /Cab, avem, în virtutea ipotezelor noastre, P->co [ : ] avem kf^h^ah* Cometariu Dacă r^'-Ov/Ca, atunci r^OvF Într-adevăr, fie £ Lr+ (Z(a), *) Capitolul , art : D-GRUPURI DE COMPACTE [cap XI lenie lant in complexul /SaD Atunci x^ , în virtutea teoremei [ : ] din capitolul , ) există un lanț de ch și " = ^ah, Q E D Corolarul Propoziției [ : ] ne oferă o ofertă nelimitată de cicluri poliedre adevărate; în plus, ciclurile adevărate de tipul ( : ) pot fi limitate în studiul tuturor chestiunilor din teoria omologică a poliedrelor: vom demonstra în § că fiecare ciclu adevărat al unui poliedru este omolog unui adevărat un ciclu care rezultă din subdiviziuni baricentrice succesive ale unui ciclu al unei triangulații arbitrare a unui poliedru dat În încheierea acestei secțiuni, oferim câteva exemple de cicluri adevărate care diferă de cele prezentate ° Enumerăm toate numerele raționale din intervalul • • • > ^ ' § ] homomorfismul grupelor dg(φ) și p(*d ^ - ) ucl al mulțimii compacte Φ Construind astfel de secvențe (începând tot timpul din același punct r = (-~, c) și mergând în sens invers acelor de ceasornic) pentru Zh -+ , obținem un ciclu adevărat z = (z\, , rі, ), nu este omolog cu zero în F Grupările D°(F ) și D (F ) sunt grupări ciclice infinite; grupurile DG(Ф ) pentru r > sunt grupuri nule; Lăsăm dovada drept exercițiu cititorului (Sugestie Pentru orice s, mulțimea compactă Ф este translată printr-o deplasare s într-un poligon închis fără puncte multiple ) Când desenul este rotit în jurul unei axe pp' care nu intersectează Ф , curba Ф formează o suprafață inelară Ф Ciclul adevărat Z construit pe curba Φ^Φ nu este omolog cu zero nici pe Φ Un ciclu adevărat poate fi, de asemenea, construit pe F , similar cu cel construit în Exemplul ° Grupul D (F ) este un grup abelian liber de rang , grupurile D (F ) și D°(F ) sunt grupuri ciclice infinite; Grupurile DG(F ) pentru r > sunt grupuri nule Astfel, grupele Γ(Φ ) sunt izomorfe cu grupurile ΓΓ ale torului (de aceeași dimensiune r) Exercițiu Demonstrați că pentru o mulțime compactă conexă (continuu) Φ grupul D°(Φ) este un grup ciclic infinit Pentru un Φ compact format din n componente, grupul Φ°(Φ, ) este o sumă directă a n grupe § Omomorfism de grup DG(Φ\) generat de o hartă continuă a unei mulţimi compacte : Imagine continuă a ciclului adevărat Să fie dată o hartă continuă C a unei mulțimi compacte X într-o mulțime compactă Y; definiți pentru fiecare număr pozitiv r numărul rc = sup p[C(x), C(x')] (limita superioară este preluată peste mulțimea tuturor perechilor de puncte x, xz din spațiul X pentru care p(x, x') «) există un ciclu adevărat al compactului Y; notăm ciclul adevărat ( : ) al lui Y cu Czr și numim imaginea ciclului adevărat zr sub harta continuă C Maparea rezultată din C a grupului Zr(X) în grupul Zr(Y) este omomorfă Din aceleași considerații rezultă: Dacă zr - în A”, atunci Czr - în Y Astfel, sub homomorfismul C, grupul Hr(X)s e Zr(X)> este mapat în grupul Hr(Y) Rezultă din aceasta (Anexa I, Art : ) că homomorfismul C al grupului Zr(X) în grupul Zr(Y) generează un homomorfism cu același nume din grupul DG(A) în grupul DG (Y) Dacă C este o mapare topologică a unei mulțimi compacte X pe o mulțime compactă Y, atunci homomorfismul lui C este un izomorfism al grupurilor Zr(X) și respectiv LG(X), pe Zr(Y) și DG(Y) Asa de: [ : ] Compactele homeomorfe au grupări izomorfe : Din definiția homomorfismului C, urmează imediat propoziția: [ : ] Să existe o mapare continuă de la o mulțime compactă ț&j la o mulțime compactă F și să fie C* o mapare continuă de la o mulțime compactă F la o mulțime compactă F, § ] homomorfism de grup DG(F) Apoi *) ( : ) Sz=S|Sz este o hartă continuă a mulțimii compacte Φx pe Φ , iar formula: ( : ) rămâne valabilă dacă este sub C*, CI C să înțeleagă nu * date de mapări continue, ci homomorfismele generate de aceste mapări, respectiv, : Clasificarea omologică a cartografiilor Două hărți continue Q și C ale unei mulțimi compacte X într-o mulțime compactă Y sunt numite (r, ED)-omolog dacă generează același homomorfism C=C = C al grupului DG(A', ED) în grupul DG (K, ED) Dacă mapările Cx și C se dovedesc a fi (r, ED)-omolog pentru un r dat și toate ED-urile, sau pentru un ED dat și toate r, atunci ele sunt numite, respectiv, r-th omolog și ED-omolog unul cu celălalt În cele din urmă, dacă mapările Cx și C se dovedesc a fi (r, ED)-omolog între ele pentru toate dimensiunile r și toate domeniile coeficienților ED, atunci se spune că sunt complet omologi unul cu celălalt Evident, fiecare dintre aceste relații satisface axiomele de bază ale egalității (reflexivitate, simetrie și tranzitivitate); prin urmare, combinând în clasele u, ED)-, r-, ED toate mapările continue ale mulțimii compacte X în mulțimea compactă Y, care sunt între ele (r, ED)-, r- sau ED-homomapările X în Y, respectiv, în clasele (r, ED)-, r-, ED Cu toate acestea, o subdiviziune și mai mică și mult mai importantă a mulțimii tuturor mapărilor continue X ъ Y este subdiviziunea pur și simplu în clase omologice, adică în clase de mapări care sunt complet omoloage între ele Teorema [ : ] Mapările homotopice sunt complet omoloage între ele Fie Co și Cj două homotopice continue unul cu celălalt hărți ale compactului Φ în compactul Φ' Pentru a demonstra că hărțile Co și Cx sunt complet omoloage între ele, este suficient să arătăm că pentru orice ciclu adevărat ^ = {zi zr> z\ ) a unui Φ compact, adevăratele cicluri Cozr și CxmY sunt omoloage între ele în Φ' Și pentru aceasta, la rândul său, este suficient să verificăm că pentru orice e > există un astfel de kz că pentru un &> K arbitrar Ne întoarcem la dovada acestei ultime afirmații Să fie C , există o oarecare deformare a afișajului '■! Capitolul art D-GRUPURI DE COMPACTE [cap XI în Cr Luăm un număr pozitiv o atât de mic încât de la p(p', P"X* la Φ u - z/ / , £ Astfel, maparea este o mapare simplă a complexului II în complexul / Zr ?()), № (^, ?[), № scriem respectiv Z^, Hf, Df, Z«, Hg^ în loc de Lr(K®, ^ ), etc : Construirea unui homomorfism S"T) al grupului Φ în Δ" Fie a, ca întotdeauna, învelișul baricentric al poliedrului Φ conjugat la triangulația acestui poliedr Fie numărul Lebesgue al copertei a Notăm prin oarecare deplasare canonică *) a compactului Φ față de învelișul a Maparea generează o mapare simplă cu același nume a complexului /Cφ, § în și, în consecință, o mapare omomorfă ^ a grupului £φ, într-o mapare cu operatorul D Homomorfismul D'? este orice lanț O ( : ) = compactul Φ corespunde lanţului ( : ) S*xr = c{sTtri; Capitolul , art : Alexandrov P G L-GROUP DE COMPACTE [cap XI în plus, fiecare zr de cicluri trece în ciclul Z«, fiecare Un zr cu cicluri -omolog cu zero trece la un ciclu Sxz; omolog cu zero în oricare două -cicluri omoloage unul cu celălalt merge la cicluri ale complexului / în grupul ∂: Deoarece sub o schimbare canonică fiecare o-ciclu -omolog la zero în Φ trece într-un ciclu al complexului Ka omolog cu zero, atunci imaginea unui ciclu adevărat omolog cu zero este elementul zero al grupului A* sub homomorfism De aici rezultă că toate ciclurile adevărate ale mulțimii compacte Φ care sunt omoloage între ele, în virtutea homomorfismului S^, trec în același element al grupului Δ' Cu alte cuvinte, deplasarea canonică generează o mapare homomorfă a grupului Δφ în grupul Δ** Vom desemna și această mapare prin : Maparea ^ este o mapare pe întregul grup Δ"" Fie un element arbitrar al grupului Δ* și fie zra un ciclu al clasei de omologie Deplasarea canonică SО aplicată vârfurilor complexului oferă o mapare simplă normală a complexului pe complex, deci cu alte cuvinte, pentru un ciclu adevărat zr = (^, z^ • • •) și din clasa sa de omologie $φ£Dφ avem sf „g g sf g g Sa Zr - Za, Da J b - > ceea ce dovedeşte afirmaţia noastră Trecem la ultimul punct al dovezii : Maparea grupului Φφ pe Δ* este un izomorfism Această afirmație decurge din următoarea propoziție: § j TEORIA DE BAZĂ PE AG-GRUPURI DE POLHIEDROV § [ : ] Să fie dat un ciclu adevărat = zr , , zrk, ) al poliedrului Ф; dacă - O in atunci zr~ în Φ, adică pentru fiecare e > există un keJ astfel încât pentru zrkQ v F Dovada Fie a iar partea dreaptă în zr^ VC- Dar prin presupunerea SPzTk - în Ka , deci și în Kah Asa de deoarece Kah este un complex a, atunci s\zr în F ah a e Deci de ( : ) ° în F, Q E D : Reguli pentru găsirea imaginilor sub izomorfismele S® și (S^)~ Prima regulă Având în vedere un element al grupului Δ^, este necesar să se găsească elementul corespunzător = $φ al grupului Δ' Pentru a face acest lucru, luăm un ciclu adevărat arbitrar zr din clasa de omologie COMPACTE L-GROUP [cap хі și alegeți un A atât de mare încât toate ciclurile A>A să fie o-cicluri -omologi între ele (S este numărul Lebesgue al învelișului a) Deplasarea canonică a lui Φ în raport cu a din oricare dintre cicluri este ciclul complexului /Ca, a cărui clasă de omologie este elementul dorit al grupului Δ£ A doua regulă Este dat un element al grupului ΔΕ Este necesar să găsiți elementul corespunzător Pentru a face acest lucru, luăm un ciclu arbitrar zr^ £ £ și subdiviziunile sale baricentrice succesive ele formează un adevărat ciclu zr, a cărui clasă de omologie este elementul dorit al grupului A^ Cometariu Discuția anterioară conține, în special, dovada unei afirmații făcute la sfârșitul lui : , și anume: Fiecare ciclu adevărat yr = (?rv r-, , r', ) poliedrul Ф == este omologul unui ciclu adevărat al formei Unde și zr^ sunt subdiviziuni baricentrice succesive ale ciclului zr Într-adevăr, să fie, în virtutea deplasării canonice față de a, ciclul adevărat zr să corespundă ciclului r Apoi, pe baza argumentului : , ciclul adevărat z£ trece și el în ra sub același canonic schimb prin urmare - zp = O, iar aceasta, în virtutea lui : , înseamnă că zr~z^ în Φ, care trebuia dovedit : Cicluri și omologie în Φ = K* Din a doua Deoarece regula articolului : realizează o anumită mapare izomorfă bine definită a grupului Zra în grupul Z^, atunci suntem îndreptățiți, atunci când este convenabil, să identificăm orice ciclu rr G Z' cu un ciclu adevărat : ) z(a) = (<> •• •> Zr ( : ) z = (Cza, СХі,-• • • •) al poliedrului /Ca se numește deformare a dat reprezentarea parametrică a unui ciclu continuu z (pentru a scurta aceasta, se folosește uneori expresia „deformarea parametrică a unui ciclu continuu z”, care, strict vorbind, este incorectă) Două reprezentări parametrice ^O^a) • • • > • • •) ^* (^a) • • • e • • •) se numesc homotopice între ele dacă unul dintre ele trece în celălalt printr-o deformare continuă D-GRUPURI DE COMPACTE [cap XI Cometariu În toate aplicațiile acestor definiții din capitolul , mulțimea compactă Φ' este un poliedru : Orientabilitatea și orientarea pseudovarietăților închise Din izomorfismul dintre grupurile DP(Φ) și DP(/Ca) pentru orice poliedru Φ și triangulația sa arbitrară rezultă imediat: [ : ] Dacă Φ este o pseudovarietate închisă n-dimensională, atunci sunt posibile doar două cazuri: fie Φ^(Φ) — DP(Φ, ) este un grup ciclic infinit, atunci toate triangulațiile /Ca ale pseudovarietății Φ sunt pseudovariete combinatorii orientabile, iar Φ se numește pseudovarietate orientabilă sau ΦΦ(Φ) este un grup nul, atunci toate sunt pseudovariete combinatorii neorientabile, iar Φ este numită pseudovarietate neorientabilă Dacă Φ este o pseudovarietă închisă n-dimensională orientabilă, atunci fiecare dintre cei doi generatori ai grupului Φ^(Φ) se numește orientarea pseudovarietății F Dacă K" este o triangulare a unei pseudovariete orientabile Φ, aztj^ sunt două orientări ale pseudovarietății combinatorii K*, atunci orientarea $ corespunde acelei orientări a pseudovarietății Φ = A? care conține ciclul adevărat ( : ) exact la fel, orientarea pseudovarietății Ф = /є corespunde orientării pseudovarietății combinatorii care satisface condiția n\r Lp , , ) $ f Astfel, orientările pseudovarietății Ф și oricare dintre triangulațiile sale Ka sunt corespondență unu-la-unu Orice ciclu adevărat zn conținut într-o orientare dată a pseudovarietății Φ se numește ciclu de orientare al acestei pseudovariete (mai detaliat: un ciclu de orientare care determină o orientare dată a pseudovarietății Φ) Având în vedere o anumită triangulare K™ a pseudovarietății Φ, atunci fiecare dintre cele două orientări ale pseudovarietății combinatorii K™ este adesea numită, de asemenea, un ciclu de orientare al pseudovarietății Φ OBSERVAȚIE Să fie dată o hartă continuă C a unei pseudovariete Φ orientabilă închisă/n-dimensională; imaginea lui Φ sub această mapare este o mulțime compactă Φ' Sub maparea C, fiecare orientare a pseudovariei Φ trece într-un element al grupului Do(FL), care se numește imaginea acestei orientări sub maparea C Observația Uneori, în locul expresiilor „orientare! iar „ciclul de orientare” al unei pseudo-variete date spune pur și simplu „pseudo-varietate orientată”, adică prin aceasta pseudo-varietatea dată § ] TEOREMA PRINCIPALĂ PRIVIND DG-GRUPURI DE POLEDDRE o varietate împreună cu unele dintre orientările sale sau împreună cu un ciclu de orientare definit (cel mai adesea împreună cu o anumită orientare a unei triangulații a pseudovarietății date) Mai ales deseori — în cazul în care pseudovarietatea dată este o sferă n-dimensională — termenul de sferă orientată este folosit în acest sens O anumită neclaritate logică a acestei terminologii nu duce de obicei la neînțelegeri : Omomorfismul grupului D^ = Dr(/CaA) în grupul = Dr(/Ca'A) generat de maparea continuă Cjz a poliedrului Φ = Ka în poliedrul Φ' = K*, În virtutea izomorfismului stabilit în articolele precedente între grupele Δ[p și Δξ, pe de o parte, și grupurile Δ^/ și Δ^/, pe de altă parte, homomorfismul CJ' al grupului Δν în grupul Δνr, generat de maparea continuă a poliedrului cu același nume Φ în poliedrul Φ' trece într-un homomorfism al grupului ΔΕ în ΔΕ/, care va fi notat cu CL Regulile pentru construirea acestui homomorfism urmează ușor de la : Să le formulăm Fie dat un element din grupul D?a, este necesar să se găsească un element ( : ) a grupului A£/ În același timp, ținând cont de modul în care sunt construite hărțile u (S*)^ și notând cu s*h subdiviziunea baricentrică de r ori a complexului KL și prin s*h harta izomorfă Δξ la cea generată de subdiviziunea (prin trecerea de la JQ la Kafl — vezi capitolul , art : ), putem rescrie ( : ) în forma sa finală: ( ^ ) = S^C^s^, unde h este un număr natural suficient de mare (vezi mai jos) Expresia verbală a formulei ( : ) este: [ : ] Maparea continuă a poliedrului Φ = Ka în poliedrul Φθ = K'q definește o mapare omomorfă a grupului Δ' în grupul Let*) = τi(^//) în felul următor Alegem o > atât de mic încât După aceea, luăm un tabel mare /r astfel încât simplecele complexului să aibă diametre mai mici decât o Să fie dat acum un element arbitrar al grupului M' În clasa de omologie, eliminăm un ciclu arbitrar r^ și luăm în considerare subdiviziunea sa zrah — în Kall Ciclul C®,zJh este ciclul vf al poliedrului Φ'; deplasarea ciclului canonic z^h în raport cu *) Vezi capitolul , art : **) Vezi art nr pentru definirea numărului de osii : Grupuri D de mulţimi compacte [cap K*, este un ciclu r\r al complexului Clasa coomologică a ciclului zrrjJ și este elementul necesar C*, £ al grupului A În cazul în care C^r este o mapare topologică a poliedrului Φ = Ka pe poliedrul său homeomorf Φ' = KO, maparea C*/ este o mapare izomorfă a grupului ΦΕ pe grupul Δ^; în sfârșit, dacă Φ = Φ' și C® este maparea identității, atunci maparea C*z, care în acest caz ia forma ( : ) Caz^ = S°zs% zr, v az a o/ nil se transformă într-o mapare izomorfă a grupului Δξ pe grupul Arz, unde Ka și KJ sunt două (în general, curbe) triangulații ale poliedrului Φ § Aproximări simple ale mapărilor continue ale unui poliedru într-un poliedru : Definirea aproximării simple a mapării continue C*r a poliedrului Φ = Ka în poliedrul Φ' = K[f Fie m|'= m| (/SaL) Să luăm > astfel încât *) C , atunci pentru orice punct p e Φ P(C*,p,S$p) , există o aproximare simplială S^f a mapării C (care este o mapare simplială a unei subdiviziuni a complexului K* într-o triangulație suficient de mică K'^r a poliedrului Φ' astfel încât pentru orice punct p e φ' p{Cp, S$p) • • •) D-GRUPURI DE COMPACTE cap XI aparțin, respectiv, claselor de omologie și , și avem SF'g(a) ~ W,') = • • • • • • • )• Mai mult, = ^F; dar $f este clasa de omologie a adevărurilor* ciclu z(a) = (r£, r” , ), trecand, datorita clasa de omologie de ciclu adevărat Z("') = ( ^- v%,v %,k, )• Această ultimă clasă de omologie, în virtutea deplasării canonice S®', trece în clasa care conține Ț#e, = So, ~ adică pe baza ( : ) Sagi = tgp a • a Asa de: [ : ] Dacă Cφ este o mapare continuă a unei pseudovariete orientate Φ într-o pseudovarietate orientată Φ', atunci homomorfismul C®, al grupului M'* în grupul M'*, și homomorfismul C*, al grupului H, în grupul M'*, generat de maparea continuă C , sunt definite, respectiv, prin formulele ( : )® ( : ):, С^ = ^„ Unde eu i sunt orientările K* şi K'Iy corespunzătoare orientărilor $f şi £f/, iar y este gradul mapării continue C£f Observația Am luat egalitatea ( : )J ca definiție a numărului y, adică gradul de mapare C; vedem acum că cu același succes egalitatea ( : ) poate fi luată ca definiție a numărului y De asemenea, puteți spune: [ : ] Fie Kr și K'^ triangulații arbitrare Ф și Ф', există o subdiviziune suficient de fină a triangulației Kai și S*? este (ah, a'), o aproximare simplă a hărții continue C®, Dacă orientările și Ф, precum și К' și Ф' corespund între ele, atunci gradul de mapare continuă este egal cu grade ale hărții simpliale S^ Observația Teorema [ : ] este un caz particular al Teoremei [ : ] Am preferat, totuși, să re-demonstrez aici teorema [ : ] § ] GRADUL DE HARTARE CONTINUĂ pentru a demonstra încă o dată cum sunt utilizate mapările continue în studiul aproximărilor lor simple : Proprietățile de bază ale gradului de afișare Din însăși definiția gradului rezultă: [ : ] Două (n, Huomolog și, prin urmare, cu atât mai mult două complet omoloage și, în plus, două mapări reciproc homotope ale unei pseudovariete orientate închise în alta au același grad Observație: cazul n - \ Aplicând observația din capitolul , art : , putem observa cu ușurință că ceea ce este definit în capitolul , art : , „maptarea normală a gradului p a unui cerc orientat la altul are într-adevăr gradul ț Întrucât nici gradul definit la capitolul , art : , nici gradul definit în acest capitol nu se schimbă atunci când se trece de la o mapare dată la o mapare homotopică la ea și, deoarece orice mapare de la un cerc la altul este homotopică la o mapare normală, atunci gradul oricărei mapări continue de la unul cerc orientat către altul, definit în acest capitol este egal cu gradul aceleiași mapări definit la capitolul , art : Să revenim din nou la cazul general al a două pseudovariete orientabile n-dimensionale Ф și Ф' Există doar două mapări izomorfe ale grupului ciclic infinit -D™ pe grupul ciclic infinit D": un izomorfism care ia în și un izomorfism care ia în — (aici și , sunt anumite orientări Ф și Ф') Prin urmare: [ : ] Gradul de mapare topologică a pseudovarietății Φ pe pseudovarietatea Φ' este egal cu sau - [ : ] Să fie dată o mapare continuă Cf a unei pseudovariete orientate închis Φ într-o pseudovarietate orientată închisă Φ și o mapare continuă Cf a unei pseudovariete Φ în Φ ; atunci maparea Cf = CfCf a pseudovariei Φx în Φ are un grad egal cu produsul gradelor mapărilor Cf și Cf Într-adevăr, să fie J orientările corespunzătoare pseudovariete Фп Ф , Ф Fie mapările Cf și Cf să aibă grade corespunzătoare și y Apoi Сз(? ) = Т з, сз Q E D GRUPE D DE COMPACTE [cap XI [ : ] Dacă С(Ф) cz Ф', adică dacă С(Ф) Ф', atunci gradul de mapare С este egal cu zero Într-adevăr, fie p' un punct al lui Φ' care nu aparține lui C(Φ); fie e = p(p', C(φ)) Să luăm o astfel de triangulație mică K'„ astfel încât simplecele complexului K*( să aibă diametrul mai mic decât e și să existe o închidere combinatorie a complexului constând din toate simplexele complexului /Gs care conține cel puțin un punct al mulțimii С(Ф) Evident, există un subcomplex propriu-zis al complexului ca grupul Dn(/C', ), și în consecință și grupul Dn(/C', ), este nul -grup Maparea C a pseudovariei φ în φ' mapează Φ într-un poliedru, prin urmare, pentru orice ciclu adevărat, ciclul C(rn) este omologul cu zero în următoarele în consecință, și cu atât mai mult în F'; cu alte cuvinte, se dovedește că C(j) este elementul zero al grupului Δ^n pentru orice $£Δ, ceea ce înseamnă ^= Exemple de mapări continue de diferite grade sunt date în capitolul următor, art : ; acest articol poate fi citit acum CAPITOLUL DOISprezece CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR Pe parcursul acestui capitol Φ desemnează un compact, Γ o mulţime deschisă într-un compact Φ, Φ = Φ\Γ § Complex unsprezece Definiția Kr* și denumirile de bază Prin Kr>e sau, mai precis, ^f,r,e notăm complexul /Cf,e\^\re • Cu alte cuvinte, simplecele (scheletele) complexului sunt toate acele și numai acele s-simplice ale compactului Φ pentru care cel puțin un vârf aparține mulțimii Γ Deoarece Kv, r = Alv\A r, e, și este un subcomplex complet și, prin urmare, închis al complexului Kf, e, atunci Kv, e este un subcomplex deschis al complexului simplial complet Kf, e Cometariu Vom folosi foarte rar notația φ, r, e, în cazurile în care, împreună cu Φ compact, există și o altă mulțime compactă care conține și r ca mulțime deschisă Cel mai important dintre aceste cazuri este atunci când, dintre două mulțimi compacte date, una este o submulțime a celeilalte Astfel, fie Γ c φ cz Φ, unde Φ este închis și Γ este deschis în mulțimea compactă Φ Af ,G,e SE Yaf, G, în (includerea inversă, în general, nu are loc: în ^φ, r, e pot exista schelete care nu aparțin complexului ^φ , r, e și anume toate scheletele complexului ^φJe care au la cel puțin un vârf, aparținând lui Γ și cel puțin un vârf aparținând lui Φ\Φ ) Să stabilim următoarea notație În loc de Tr(Al>, e, ), Z Co>e,?l), etc , vom scrie Z, ^e, ZJ e etc În loc de //(At, e, ), Zr(/Cr, e, l) și așa mai departe, vom scrie Zț etc l În cele din urmă, în loc de D#φ b*r scriem simplu Dxr, iar în loc de D#r e xr scriem (prima dintre aceste două convenții se aplică oricărui lanț £ £p în, iar a doua oricărui lanț xr £ ^ e) CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [cap XII Cicluri şi omologie în Kr^ Deoarece K\\r este un subcomplex deschis al complexului Φφ, ε, atunci, pe baza teoremei [ : ] din capitolul , avem pentru orice lanț xr G v e • ( : ) &gKg,gXg=Kg,e&xg; în special, pentru orice lanţ xr £ L^ ( : ) ^rxr = Ki\e^xr Din aceasta rezultă ușor: [ : ] Dacă xr e L > e, atunci Kr, &xr este un ciclu al complexului Am,e dacă și numai dacă În special, dacă xr £ L^ atunci xr £ Z? Din aceeași formulă ( : ) rezultă ușor: [ : ] Daca xr e bgfei atunci si numai atunci ( : ) Lt,e*g~ în Kg,*, când există un lanţ xr+ £Lr^ astfel încât ( : ) Ax^ - xr £ L^ Într-adevăr, dacă ( : ) este valabil, atunci există un lanț xr+ ^L^+ astfel încât , Dr*^ =/Cr,exr; dar Xr + = Kv, eXgD' \ prin urmare Dz x^ = Dg Kr, - D \ adică Kr,*xr = Kr, ^xr^ sau / e(DxgM xr)^ prin urmare, ( : ) &xru xrțLr^' Dacă invers ( : ) este satisfăcut, atunci LtDA x^i x") = , adică Kg,g X>- = Kg,g D x^ = Dg TCr s, mijloace, Kg,e Xg ~ V Kg,g • În cazul particular când xr£Z£e, avem: [ : ] Un ciclu este omolog cu zero dacă și numai dacă în Kr,s când există un lanț Dxr+і zr^Lr^ COMPLEX KG, Exemplu Fie Φ un pătrat, Γ interiorul său, limita sa și K îndreptat spre diavol o triangulație a unui pătrat, despre care presupunem că toate elementele sale sunt mai mici decât un diametru dat e Fie triunghiurile orientate în sens invers acelor de ceasornic ale acestei triunghiuri și presupunem că | |, ,| | sunt triunghiurile întinse peste linia mediană a pătratului Simbol unidimensional orientat plexuri ,/J sunt indicate în desen Sa punem sau = z==l apoi Mai mult, x £ Rx, s- Într-adevăr, Unde Dx \u d x - Y ' j € iîr, - : (f, de schimburi Definiție [ : ] Să numim un (e, Φ)-motor al unui compact Φ oricare dintre hărțile sale ΦΦ în sine care satisface următoarele două conditii: ° Pentru orice punct χ e Φ avem p(x, sφx) + n în I v Aici ne interesează al treilea ' din aceste homomorfisme r Dacă xr este un lanț arbitrar al complexului Kv$ apoi zZ ( /Z ! / Cu: / ' Naiba unde numai termenii în care Φ^ sunt simplexuri r-dimensionale orientate ale complexului Alexandrov Y DIN CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR Atlne- Omomorfismul Sr comută cu operatorul Ar*, pentru orice avem (vezi capitolul , art : ) ț £gDgxg = Dg thg Teorema [ : ] Pentru orice ciclu zr al complexului și zr~Srz? în g Dovada este complet analogă cu demonstrația teoremei [ : ] din capitolul f Hai să-l facem să treacă Luăm din nou prisma Pgg întinsă de zr și de S^z* (vezi capitolul , art : ); simplexele sale (adică simplexele pe care lanțul rizr ia alte valori decât zero) sunt mai mici ca diametru decât o-|- a (vezi capitolul , art : ); deci Ilzr £ Bazat formulele ( : ) din capitolul avem DPrr = zr - S®zr - PDrr, unde LDrr este prisma acoperită de Drr și ZfDrr = D Zr Szr^Q B n + e, Q E D : schimbări canonice Fie a - { ,D ) este o acoperire s închisă a mulțimii compacte Φ; fie elementele de acoperire care se intersectează cu Φ A ,Au; apoi seturile Ф П А , Ф П А și formează o acoperire Ф a setului compact Фсзф Nervul capacului a, ca întotdeauna, este notat cu Ka, vârfurile sale cu a aS , iar ai și corespund unul altuia Cu aceste denumiri a ai sunt vârfurile nervului Kv, iar învelișurile sunt Fa Complexul Kwjy este un subcomplex al complexului /Ca; vârfuri aiQ a^ complex dacă şi numai dacă definiți un simplex în KVL când F P AiQ P P Aig^ Grupurile Lr(Ka, ), Lr (/CsgaD), Lr(Ka\K^, ), etc , sunt notate respectiv cu Z/, Lrv A etc J Sub deplasarea canonică Φ a mulţimii compacte Φ faţă de a, fiecărui punct p £ Φ îi corespunde un vârf aj al complexului Ka; Fie acum atât de mic încât să fie simultan numărul Lebesgue al ambelor acoperiri a și Φ În virtutea deplasării canonice Φ, fiecare -schelet al compactului Φ trece, după cum știm, într-un schelet al complexului Ka, în timp ce orice -schelet |r er| aparținând lui Φ trece în scheletul complexului Într-adevăr, , § ] Cicluri T și omologii T ale compactului Φ pentru fiecare j = , ,r punctul este unele alese cu condiția ca, din moment ce toate sunt cuprinse în Ф, atunci seturi Φ D) AiQi , Ф D) Аіг toate se intersectează cu mulțimea formată din punctele e , , er și având diametrul există astfel încât pentru oricare două numere naturale &, avem în ^r e- *) Pentru homomorfismul (ATa\A\jra) $φ, vezi Capitolul , art ; (acolo un homomorfism similar este notat cu ) * CICLURI RELATIVE ȘI APLICAȚIILE LOR [CH XITf | Exemplu Fie Φ un pătrat, Γ interiorul său, ? este granita sa Fie K o oarecare triangulare a pătratului Φ și fie K o subdiviziune baricentrică de n ori a complexului K Fie t*v • - orientat în același mod (de exemplu, împotriva în sensul acelor de ceasornic) triunghiuri ale complexului Kn şi Apoi? Zr— (rgv ,zrk, este ciclul Γ al compactului Φ z Observaţia În acest capitol, ca şi în cel precedent, considerăm întotdeauna lanţurile ca forme liniare şi ne amintim că două ; a cel puțin diferite complexe K și K't sunt considerate identice dacă coincid ca forme liniare (adică, dacă fiecare simplex care intră într-un lanț cu un coeficient diferit de zero intră în celălalt lanț cu același coeficient, din care implică faptul că simplexurile care intră cu coeficienți nenuli în unele lanțuri date sunt simplexe ale ambelor complexe K și orice alt complex care conține toate simplexele din lanțul xr cu coeficienți nenuli În consecință, spunem că ciclul Γ compacta F en T-cycle z/r=="r,^r, •> pentru toate suficient de mari p și q condiția în Am, e și condiția zrp—■ zrq in Exemplu Fie Ф și Ф' două pătrate congruente situate în spațiu tridimensional în planuri reciproc perpendiculare și având o diagonală comună Фo Notăm cu Γ și Γ interiorul, iar cu W și ' limita, respectiv, Φ și Φ'; notăm prin mulţimea formată din două capete ale diagonalei comune Fo ale ambelor pătrate În cele din urmă, să setăm r = fOx^O- Fie K un complex ale cărui elemente sunt: diagonala comună a ambelor pătrate și a ambelor capete Fie Kp de n ori ] Γ-cicluri și Γ-omologii ale mulțimii compacte Ф subdiviziunea baricentrică a complexului /C (adică subdiviziunea diagonalei K în P segmente egale) Să luăm o anumită direcție pe diagonala Φ și să notăm cu t\vt^n segmentele complexului K orientate în această direcție " = z' = •••)• I= Atunci z este simultan ciclul Γ al compactului Φ, ciclul Γ al compactului Φ' și ciclul Γ al compactului Φ Remarcăm în special un caz special al remarcii tocmai făcute: [ : ] Dacă mulțimea compactă este o submulțime închisă a mulțimii compacte Φ și H'ocP , r = Φ \^Γ ' Γ = Φ\Φ , atunci fiecare Γ -ciclu al compactului Φ este, de asemenea, un Γ-ciclu al compactului Φ Observația Dacă nu este necesar să se indice mulțimea Γ peste care este luat ciclul Γ dat, sau dacă acest Γ este variabil (de exemplu, când se vorbește despre existența unui ciclu Γ al compactului Φ cu astfel de și astfel de proprietăți), atunci termenul Г- ciclul este de preferat să fie înlocuit cu termenul "ciclu relativ *)"; asa de, G = y , ) este un ciclu relativ al compactului Φ dacă există o mulțime deschisă Γ în Φ astfel încât zr este ciclul Γ al compactului Φ Definiție [ : ] Fie zr ciclul relativ al multimii compacte Φ Orice submultime inchisa a compactului Φ care are proprietatea ca zr este ciclul relativ al compactului Φ se numeste suportul ciclului relativ zr in compactul Φ Astfel, dacă zr este ciclul Γ al mulțimii compacte Φ și Phos φ este un suport al lui zr, atunci există o mulțime închisă φos: φo astfel încât zr este ciclul (Φ \Φ ) al compactului Φ Definiție [ : ] Ciclul Γ al compactului Φ se numește zero omologul Γ în Φ: zr~ la F, G dacă pentru fiecare r > există #e astfel încât pentru toate r>&e: î:) Conceptul de ciclu relativ în toată varietatea implementărilor sale specifice (atât combinatorii, cât și teoretice de mulțimi) a fost introdus pentru prima dată de S Lefschetz Acest concept a avut o mare influență asupra dezvoltării aparatului topologic combinatoriu care a avut loc în ultimele două decenii și a făcut posibilă descoperirea unui număr de fapte topologice noi care nici măcar nu ar putea fi formulate fără conceptul de ciclu relativ CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [Cap hp Exemplu Fie din nou Ф un pătrat, Г interiorul său, Fie n un număr natural și t^ , , t^ n segmentele obținute prin împărțirea diagonalei orientate a pătratului în n părți egale Punem ^ = ^- Apoi Z = ( > , rі, ) este un Γ-ciclu unidimensional al pătratului Φ, Γ-omolog cu zero în Φ Observația Fie și *c mulțimi închise de Dacă zr este un ( \ )-ciclu de , atunci zr este un ( \ )-ciclu de ; dacă, în plus, zr~ în , atunci zr~ în F Lăsăm dovada cititorului : Grupurile ggf(G, %), NHF(G, P D'(G, %) Dacă • • •> • • •) există, de asemenea, un Γ-ciclu Φ, numit suma ciclurilor zrt și Această definiție a adunării transformă, după cum este ușor de observat, mulțimea tuturor Γ-ciclurilor r-dimensionale ale compactului Φ (pe domeniul dat de coeficienți ) într-un grup, care este notat cu ZJ (Γ, ) Grupul ZJ(r, ) conține subgrupul H^(r, ) constând din toate elementele grupului (r, ) r-omolog cu zero în r Grupul suplimentar Z^(r, l)/# r(r, ) este notat cu A^(r, ): X(G, ) = Z^(G, )/R'(G, ) : Schimbări canonice și infinitezimale Izomorfismul grupelor Φφ (Γ, ) și Aφ(Γ, ) sub psphos Din [ : ] rezultă că sub o deplasare canonică a mulțimii compacte Φ față de capacul său închis a, are loc o mapare homomorfă Sr a grupului ZJ (Г, ) în Zr(Jț\Kva, ) , sub care Н^(Г, ) este mapat la ) Asta implică: [ : ] Deplasarea canonică a mulțimii compacte Φ față de acoperirea a generează o hartă homomorfă sf a grupurilor Φφ r - Φφ(Γ, ) în Δ;a = Δ'(Ka\^a > ) [ : ] Lăsa ( : ) = z%, , zrk ), z^Zr^k este ciclul Γ al compactului Φ și fie Skz^ = z'rk deplasarea (eA, Φ) a lanțului § ] Γ-cicluri și Γ-omologii ale mulțimii compacte Ф mai mult, linia r = Deoarece în acest caz r'r este un ciclu a plexului Xr, x - el> omolog în el ciclului r£, apoi z'r = (?-, £€T Γ-ciclu, Γ-omolog cu ciclul zr Tranziția de la zr la z'r, precum și ciclul Γ z'r însuși, se numește o deplasare infinitezimală a ciclului Γ zr Să aplicăm conceptul de deplasare infinitezimală la demonstrarea izomorfismului menționat în titlul articolului : Setăm \T = A T - Fie p un punct arbitrar al compactului Φ; dacă p £ , atunci setăm Sp=p, dar dacă p(£ φ , atunci notăm și prin Sp este un punct bine definit dintre acele puncte q £ pentru care p(p, q) atinge un minim Fie ( : ) un ciclu Γ al compactului Φ Notați prin unitate cel mai mare dintre numerele p(p, Sp), unde p este un vârf al complexului |r£] Să demonstrăm asta lims i = * fc->oo Într-adevăr, altfel s-ar putea construi o secvență convergentă Rv Rv • ••> Rp> - unde este vârful unor \zrkn\ și p(pn, pn), În schimb, p(pn, lr ) este de asemenea mai mare decât un r pozitiv independent de n Dar pn este un vârf al unor simplex Trn £ |r^|, cel puțin unul dintre vârfurile căruia îi aparține lui r și, în consecință, lui o Prin urmare, punctul р = іт рп, aparținând lui Ф P->OO (datorită faptului că pn £ ) aparține și lui φ, adică lui φ, ceea ce contrazice faptul că s , deoarece sub homomorfismul S fiecare Γ-ciclu al mulțimii compacte F trece în sine) Sub maparea , grupul r este mapat pe H^ ^ r, astfel încât să existe o mapare homomorfă S a grupului Δ^ r pe ^ r φ urmează zr ~ în Φ, astfel încât S este un izomorfism între Φθ și Φθ, care urma să fie demonstrat CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [Cap : Grupurile îl) și dimensiunea compactului Φ Conceptul de deplasare infinitezimală face ușoară demonstrarea următoarei teoreme importante: , [ : ] Dacă o mulțime compactă Φ are dimensiunea n, atunci pentru r > n, pentru orice domeniu al coeficienților și pentru orice mulțime deschisă c Φ, grupul Φ^(Γ, ) este un grup nul Cu alte cuvinte: Fiecare Γ-ciclu zr r-dimensional al unei mulțimi compacte n-dimensionale Φ pentru r > u este în mod necesar Γ-omolog cu zero în Φ Pentru demonstrație, construim pentru fiecare m unele - acoperirea mulțimii compacte Φ de multiplicitate „ - , prin sw notăm numărul Lebesgue al învelișului cu Km; notăm nervul învelișului aw realizat în Φ astfel încât vârfurile af ale complexului /^ corespunzătoare elementelor Af ale acoperirii aw care se intersectează cu Φ să fie puncte ale mulțimii Φ ciclul zr în Ф; deci pentru a dovedi afirmaţia Zr ~ în F este suficient să se dovedească o aserțiune similară pentru o subsecvență a ciclului zr Luăm o secvență a ciclului zr astfel încât elementul său z este un ciclu al complexului Ar,e/r și îl notăm din nou prin zr = ", -, ggk, ) Acum să fie z'£ - Skzrh traducerea canonică a lanțului în raport cu învelișul a k Apoi ^ = (r^, ) este o deplasare infinit mică a ciclului Γ zr și, prin urmare, zr~Szr Dar zkr este un lanț r-dimensional al unui complex n-dimensional, deoarece r>n, apoi r'k “ ’, și deci zr~ în Φ, ceea ce trebuia demonstrat : Cometariu Dacă o mulțime închisă Φ a unui Φ compact constă dintr-un punct, atunci pentru oricare grupurile Zt(T), Ht(t)*, Φφ(Γ) coincid, respectiv, cu Γ(Φ), ΓΓ(Φ), și ΓΓ(Φ) Dovada Fie e> arbitrar Deoarece Nr, constă dintr-un singur punct, atunci £rfepri și sunt grupuri nule În plus, mulțimile de simplexuri r-dimensionale (r > ) ale complexelor Kf,* și coincid între ele, de unde rezultă ușor că nu numai Lrrt, ci și Xrf b și Z'e sunt identice între ele De fapt, dacă xr £ Zrv^ atunci &xr £ Hr~^ și întrucât H este un grup nul, atunci Axr = , adică xr £ Z^ § ] HOMOMORFISMUL GENERAT DE CARTAREA (φ, Φ') T Rămâne de demonstrat că și HrVb coincid între ele Evident, rezultă din r^^^ Fie r e H^e Apoi există un element xr+ al grupului Ir" ==^fV" care satisface condiția Dxr+ =r Dar diferența Dxr+ - Dxr+ este un element al grupului ££ e și, prin urmare, este egală cu zero, ceea ce înseamnă Dxg+ = Dgxg+ = yy, de unde r" - £ Hgf e Din ceea ce s-a dovedit rezultă că ciclurile adevărate r-dimensionale ale mulțimii compacte Φ coincid cu ciclurile Γ /'-dimensionale, adică că Zr^) = Z(£(T) și că ciclul adevărat dat este atunci și numai atunci omolog cu zero în Φ când este Γ-omolog cu zero Δθ(Φθ) —Δν(ΓΓ), care urma să fie demonstrat O sarcină Fie сІітФ = р, ФсФ Demonstrați că pentru r > p -f- grupurile Df(G) și DG(F) sunt izomorfe între ele § Omomorfismul grupului Φφ(ΓΓ) în grupul Δ r în complexul ^Φ^ec, care apare ca urmare a mapării continue CJ, complexul este mapat la Kw, ec (vezi capitolul , art : ) Din aceasta, la rândul său, rezultă în baza capitolului , art : astfel încât harta CJ generează o hartă homomorfă Γ'C£, = a grupului ££c în grupul Ap e^, care comută cu operatorul D în sensul că pentru orice lanț xr avem ( : ) ArG'S* X' - G'S£Dg*g- CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [Cap hee Deoarece maparea mulțimii compacte Φ în mulțimea compactă Φ' este uniform continuă și, în consecință, rc tinde spre zero pe măsură ce e tinde spre zero, atunci pentru fiecare ciclu Γ Z' = ( " zr , , gg, ) ^compact Φ corespunde, în virtutea hărții Г,Сф,гг = (Г'С^ Г'С® , , ГС * ) a compactului Φ', astfel încât maparea continuă C* generează un homomorfism C£,= r'C*, al grupului Zj(r) în r^,(r) Din aceleași considerații de continuitate uniformă și din ( : ) rezultă că sub homomorfismul C £ z grupul Hp(r) este mapat în Hp,(r') Prin urmare, maparea homomorfă a Grupului Z^fT) în Zr&, (Г') generează homomorfismul cu același nume al grupului Д^(Г) în grupul ДФ'(Г'), pe care îl numim homomorfism, este generat, de către noi (Ф,Ф' ) prin maparea C®, a compactului Φ în compactul Φ' : Mapări (Ф,Ф')-omolog și (Ф,Ф)-tomotopice; (Ф,Ф')-deformaţii Să fie date din nou seturile compacte Ф, Ф' și fsf f'sf'; ca întotdeauna, Г = Ф\Ф, Г'= Ф'\Ф' În analogie completă cu definițiile din capitolul , presupunem că două (Φ*,Φ')-mapări ale lui Co și o mulțime compactă Φ într-o mulțime compactă Φ' sunt (T^'I-omoloage între ele dacă pentru toate r și toate generează unul și același homomorfism de grup (GG) în Δ^,(Γ'Γ) Definiție [ ] O deformare Cv, O^v^I a unei aplicații continue v(Ф,Ф') Co într-o mapare continuă (Ф,Ф') se numește (Ф,Ф>deformație dacă pentru orice , , Maparea C* este o mapare (Ф,Ф') Se spune că două (Φ,Φ')-mapări ale unei mulţimi compacte Φ într-o mulţime compactă Φ' sunt (ΦΦΦ-homotopice între ele dacă una dintre ele poate fi transformată în cealaltă printr-un (Φ,Φ')- deformare Teorema [ : ] Două mapări Co și Cx care sunt homotopice între ele (Ф, Ф')* sunt întotdeauna (Ф) omologice între ele Această teoremă provine din: [ : ] Dacă Co și sunt = z', , Zrk, ) este un ciclu Γ al compactului Φ, atunci ciclul Γ' este Γ'Corr și TzC Zr al compactului Φ' sunt întotdeauna Γ'-omologi unul cu celălalt Să dăm o demonstrație a teoremei [ : ], care se dezvoltă în complet paralel cu demonstrarea teoremei [ : ] din capitolul II r'Cozk~rC^ in UN HOMOMORFISM GENERAT DE O (φ, φ/)-MAPARE Pentru a face acest lucru, ca în Capitolul , luăm în considerare o deformare (φ, Φ') Cδ a maparii Co în C și definim δ > astfel încât de la p(p', Y') kz, simplecele complexului |r£| au fost mai mici de Luăm un anumit &>&e; numerotați vârfurile complexului |r£| într-o anumită ordine: Împărțim segmentul ^ ^ în segmente de lungime egală e prin intermediul unei mapări -simplice S, definită după cum urmează la vârfurile și, respectiv, bazele inferioare și superioare ale prismei PL: Cѳ (Rsh)' ( atât de mic încât este simultan numărul Lebesgue al ambelor acoperiri a și Φ Din teorema [ : ] rezultă că deplasarea canonică implementează o mapare homomorfă tr = a grupului Af în grupa D^ a) Un homomorfism este o mapare pe întregul grup D'g Într-adevăr, dacă ^A' și subdiviziunile baricentrice succesive ale lanțului cf, apoi zr -(r\, rr, r\, ) • al'a ' 'ah' ' este un ciclu G și prin urmare, notând cu $ elementul („classo omolog”) din grupul Af căruia îi aparține zr, avem b) Omomorfismul Ț este un izomorfism Pentru a verifica acest lucru, este suficient să dovedim: Fie dat ciclul Γ al poliedrului Φ ( : ) z- = ( , •); dacă ( există un kc astfel încât pentru k > ke în A, e Dovada - Dovada acestui fapt se realizează cu ajutorul unor argumente destul de analoge cu cele din capitolul , art : Să trecem prin această dovadă Notăm cu și, respectiv, subdiviziunea baricentrică /-fold a complexelor și Având în vedere r > ; fie a &g Considerăm schimbarea canonică cu privire la Apoi D Fa) B ^D, a> £ ZR, unde Z[a Zr (K"\ ATva) CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [CH XI" Pe baza teoremei [ : ] din capitolul , există Soga- asa de f y % y ^>ah?k ' ' În Aafo \ A>GaL și, prin urmare ( : ) în Kg, cap Deplasarea canonică de la Ka aplicată la ( : )> dă: stânga ( (Ka \ KwJ S?zrk C (Ka \ No•«), pe dreapta (/Ca\/Cura) SaSâh^ = ^, deci Dar prin presupunere (L"\ S*zrk ~ despre în ka \ înseamnă r* ~ in /Ca \ /Cfa Și SahZa ^ în Kah\ și, în virtutea lui ( : ), Q E D : Omomorfismul C" al grupului D"r = Dr(^\Kwa, îl) în Dam' = =Ar(K'\/Ct/ar, ?[), generat de maparea (Φ, Φ') C \p/ Fie, date POLIEDRELE Φ = Ka, Φ = /Gf«, / , și, de asemenea, maparea (Ф,Ф') СФ/; maparea Cf atât de mic încât este numărul Lebesgue atât pentru a' cât şi pentru φ'a'; luăm atât de mici încât *) C \Alvv/, clasa de omologie care este elementul dorit Luați în considerare acum maparea simplă a complexului K^ în complexul Lv, construit conform regulii capitolului , art : , și care este o aproximare simplă a hărții continue Cp\ Este ușor de observat că mapează Kw ah la Kw^r și, prin urmare, generează un homomorfism ( A^(F) vorbim acum despre A^(T, J) și A^T', J ), iar în loc de cicluri și omologii adevărate în mulțimi compacte Φ și Φ', vorbim, respectiv, de Γ-cicluri și Γ-omologie de mulțimi compacte Φ și Φ' Ne aduce pe noi pe primul loc *) Este suficient să ceri ca dim ⊂ O^) n — ; efectuarea unui raționament suplimentar în baza acestei ipoteze este lăsată la latitudinea cititorului ca exercițiu; procedând astfel, trebuie să ținem cont de problema pusă la sfârșitul § ; trebuie rezolvat mai întâi Alexandrov P S CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [Ch hp la notiunea de gradul unei mapări C: maparea C generează un homomorfism cu același nume al grupului Φφ(Γ) în Δ", (Γ'), pentru care care conţine C(zn), este elementul zero al grupului Dp/(r'), adică = : Exemple Exemplul Poliedrele Φ și Φ' sunt două sfere bidimensionale, fiecare dintre ele pe care le vom reprezenta ca o sferă gaussiană, adică ca un plan variabila complexa, l Naiba w'(cos sine/) Maparea CJ atribuie fiecărui punct w = r (cos sr -f- i: sin sr) al sferei Φ un punct w' = C(w) = r (cos nep -J- i sin ny) al sferei Φ ' Prin triangularea sferei Φ ca o piramidă triunghiulară dublă și a sferei φ' ca o piramidă dublă cu o bază de de gon, putem demonstra cu ușurință că gradul mapării CJ este egal cu n Exemplul Phi F' sunt tori Să introducem coordonatele „geografice” pe torul Φ — unghiurile cp și φ, a căror citire este clară din linii Pe torul φ' introducem în acelaşi mod coordonatele cp' şi φ' a) Definiți maparea CJ după cum urmează: adică F(?, = H), t"' = n , Y - ty * CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR Dacă torul Φ este împărțit la meridianele φ = (A = , , , u - ) inele, apoi fiecare inel, sub maparea Сφ', va acoperi torul Φ' ja cu gradul ~ Același grad de fermentație are Cf' (cp, cp) ~ (cp, u^), Sf (cf, f) - (df, cf), b) Să considerăm în general fermentaţiile formei Sf / (sr, f) \u d (asr ~ bfy sf despre: adică cp' = aF " bty, Y = sf ~ dty Aici a, b} c, d sunt numere întregi și presupunem că numerele a și b și numerele c se aplică CJ, dintre care unul și d sunt coprime perechi În caz contrar, este împărțit în două mapări consecutive de forma = ter, = pty și cealaltă cf' == a'f -j- Y = s'f " d'ty cu coprime a' b' și c', d' Pentru ca maparea C^r să fie un tor de mapare Φ', este evident necesar ca determinantul să fie zero Liniile acp ~£ = si £ ~ pe m Pe φ sunt numite conventional "spirale"*) Aceste două „spirale” despart iop în cr| paralelograme uniliniare, fiecare dintre acestea acoperind torul Φ' când este afișat Cf' Numărul acestor paralelograme este |^| (se lasă cititorului să demonstreze acest lucru) **) Prin urmare, gradul de mapare este egal cu |^|- H t pe ^ve^ I“d| a fost pe sr - '•••) este Tj ciclul mulțimii compacte Φ, atunci Ггг = (Гг£, vг? , Гг; , ) este un (Γ T^-ciclu F Ne întoarcem acum la principalele definiții ale acestei secțiuni Definiție [ : ] Fie p un punct arbitrar dar fix al compactului Φ Fie Γ o vecinătate a punctului p (adică o mulțime deschisă care conține p) Orice Γ-ciclu al unei mulțimi compacte Φ se numește ciclu într-un punct p e Φ Definiție [ : ] Fie z[ = (z^, > • • •» > • • •) și CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [cap XII Dacă torul Φ este împărțit la meridianele φ = (& = , - ) în n inele, atunci fiecare inel de sub maparea Сφ' va acoperi torul Ф' cu gradul Din aceasta rezultă cu ușurință (în virtutea teoremei de adunare [ : ) sau prin construirea de triangulații adecvate ale tori Φ și Φ'), astfel încât gradul mapării CJ să fie egal cu u Mapările Cf' (% b) = (o, u^), Sf(f, f) = (pf, f) b) Luați în considerare mapările generale ale formei adică ••'> '*••) CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [gYa respectiv, sunt І\- și Γ -cicluri într-un punct ρ e Φ avem, în special, deci Γ-ciclul i ( : ) (Г^ + Г^, Г ■■■) j există un ciclu la p Ciclul ( : ) se numește suma lui n o în zj și z^ - Această definiție a adunării, așa cum nu este greu de văzut, transformă mulțimea tuturor ciclurilor r-dimensionale în punctul p e Φ (în raport cu regiunea dată a coeficienților λ ) într-un grup, pe care îl numim grupul Zε($, Definiție [ : ] Γ-ciclu în punctul p e Φ \ se numește omolog cu zero la p: zr~ , s r r dacă există o mulțime deschisă Γ > Γ, conține un punct p astfel încât ciclul Γ > r este un ciclu Γ-omolog cu zero la Φ Se spune că ciclurile Δ din punctul p sunt omoloage între ele la atunci p dacă diferența lor este omoloagă cu zero în punctul R Observație Rezultă exact din definiția omologiei în sine: Fie zr un ciclu într-un punct p e Φ și fie r o vecinătate a unui punct în Φ (adică o mulțime deschisă care conține p) Apoi zr~Tozr în F R o Observația Dacă іг = (г£, , , zrk , ) este Г-цііц Γ-omolog cu zero în Φ, iar dacă Φo este închis și Γη^^| deschide în F, apoi Gogg~O în F J Dovada Lasă lanțuri de complexe lims/ = sunt aleși astfel încât i Ar^+ = ^ Deoarece / P(T , Φ\I\) > Lăsa zr = ", , ) £z; (F, ); M" Gog', ) Doar un număr finit printre |Tor£ | poate conține simplexuri ale căror vârfuri nu aparțin tuturor lui F (deoarece astfel de simplexe au diametru > s) Lăsați-l să fie G G Г гі > • • •> Noi credem (r )rr= (r ^, ' )' CICLURI RELATIVE ŞI APLICAŢIILE LOR [cap XII respectiv, sunt І\- și Γ -cicluri într-un punct ρ e Φ avem, în special, ry deci ciclul G ( : ) + ІХ + ІХ G • • •) există un ciclu la p Ciclul ( : ) se numește suma ciclurilor în zrt și Zg Această definiție a adunării, așa cum nu este greu de văzut, transformă mulțimea tuturor ciclurilor r-dimensionale în punctul p e Φ (peste domeniul dat de coeficienți ED) într-un grup, pe care îl numim grupul ^(Φ, ED) ), Definiție [ : ] Γ-ciclu în punctul p£Φ se numește omolog cu zero la p: zr~ , R dacă există o mulţime deschisă \cT care conţine punctul p astfel încât ciclul l\zr să fie un ciclu ^-omolog cu zero în Φ Se spune că două cicluri în punctul p sunt omoloage între ele în punctul p dacă diferența lor este omoloagă cu zero în punctul p Observație Din însăși definiția omologiei rezultă într-un punct că: Fie zr un ciclu într-un punct p e Φ și fie r o vecinătate a punctului p la φ (adică o mulțime deschisă care conține p) Apoi zr^Tozr în F P Observația Dacă zr = (^, zrk , ) este un ciclu Γ, Γ-omolog cu zero în Φ, iar dacă Φo este închis și Γ Γ > Φo este deschis în Φ, atunci Tozr~O în Φ Dovada Fie lanțurile xrk+ ale complexelor Kr^k lims/ = sunt aleși astfel încât dg + = - Deoarece p(Γ ) Φ\I\) > fie ț = z', ^(F, ); I'oZ''= (Gf p Gog^, Go ggk O Doar un număr finit printre |Tor£| poate conține simplexe ale căror vârfuri nu aparțin lui F (deoarece astfel de simplexe au un diametru > s) Lăsați-l să fie ± g > • • •> i gL- * Dolagahead (gox=ax, M+p - )> de cicluri relative și aplicarea lor [cap XII Apoi (G )^e^d(G ) )E^(foL)- Punând în corespondență cu fiecare ciclu zr^Z^( a i este omolog în Na r cu un ciclu adevărat al poliedrului Fa Prin urmare (bazat pe [ : ] capitolul ): [ : ] Fiecare ciclu de qah este omologul în Pah cu un anumit ciclu de Qah : Teorema principală [ : ] Grupul A^(Φ, ) este izomorf cu grupul &r(Oa, ) ■ Dovada Deoarece grupul Ae(Φ, ) este izomorf cu grupul t) (în vigoare [ : ]), iar grupul Ar(Oa, ) îi este suficient pentru a demonstra izomorfismul D^(Fa, ) și Df(Fa, ) A : În loc de fv(Ga, ), fa(Ga, ), Dfa(Ga, ) vom scrie Zr,j Hr, Ar, în loc de (Fa, ) vom scrie ZPÂ nP, a; O hartă izomorfă I a grupului Ar pe AJ este construită după cum urmează Fiecare element iU al grupului Zr este în același timp un element | grupa Z£, astfel încât ( : ) z^z; În plus, din mU ~O în Fa urmează zr~ la r Fa asa ( : ) FF^Hrp- Din ( : ) și ( : ) rezultă că maparea identității grupului Zr în grupul Zp generează o mapare homomorfă I a grupului Ar în grupul Ae Să demonstrăm că acest homomorfism I este o mapare izomorfă a grupului AG pe grupul Ae Primul pas Homomorfismul I este o mapare a grupului No pe grup § ] D-grupuri locale de poliedre Într-adevăr, lasă £ £ £ Luăm în clasa de omologie ^gr vreun ciclu în punctul p; pentru unele Γ care conțin p, ciclul este un Γ-ciclu Luăm un A atât de mare încât ya i h\ atunci în complexul Pm ( : ) Cum? y l = sl zr în Φ și asta va demonstra teorema Deoarece, prin presupunere, z este omolog cu zero în p, există o vecinătate Γ a punctului p astfel încât Ггі~ în Fa Luăm un L atât de mare încât cu G (Fig ) Apoi de la Tzî ⩽ la φ rezultă (pe baza Remarcii Art : ) că G bj o v 'Ay § L D-GRUPURI LOCALE DE POLIDEDRICE În cele din urmă, aruncăm în ( : ) primii h termeni r^-i, obţinem un Γ-ciclu zr omologul ciclului z[ , pe care îl putem scrie sub forma ( : ) = + i ?,, , s*zrxh, ), și ( : ) lan, Este suficient să demonstrăm că zr în Ф G a În acest scop, observăm, în primul rând, că h r th r h r Tai ^ai - -^/>' ^ai ' asa de ( : ) — ( Oah ^, sn + ioahzxn, s^oan xh , ), Si afara TaftZr ~ V urmează că °ah Zah ~ O B Oa / i, Cum există un astfel de lanț? XT"V £ Lr+ W = Lr+ (Od), CE Ag - g oa^ % ah - Oah£ah • Presupunând A \u d A "h ^ + - DlL ^ , avem ( : ) y"n ( : ) Ax = oa^£ay y^u În același timp, din O \u d DDha ^~ \u d Do ^ ^ ai * " DUay ar trebui să ( : ) Du'y = koaPggaP Să punem acum pentru k - h ( : ^) ak $k și vom demonstra succesiv trei afirmații ( : ), ( : ), ( : ), al căror sens vizual este clar de la diavol : ( : ) /- = (rX, £ z'r, = s^z 'r, toate' atunci pentru k suficient de mare și I avem prin urmare z'r este ciclul r al Fv compact Pentru a dovedi ( : ) avem skKn—= sk adică bazat pe ( : ) >GT - D § l D-GRUPURI LOCALE DE POLIDEDRICE sau în În cele din urmă, pentru a demonstra ( : ) avem ° ( : ) yr/t £ Lr(qah)^(Ptth\Qah), de unde (dând k valori /z ~l, A-|- , ) € Lr (^\Q"b), € V (PaJlk\Qall,) și Q E D Corolarul Dacă Ru este un spațiu euclidian /z-dimensional și un punct p al lui Rn, atunci Δ" (Rnt ) este izomorf cu îl, iar Δ^(Rn, ) pentru grupului A^(Rn, ), adică, după teorema [ : ], grupul Dn al complexul constând din /z-dimensional simplex peste domeniul coeficienților Corolarul Dimensiunea poliedrului Φ este egală cu cea mai mare dintre acele numere r pentru care grupul Φ^(Φ, ) este diferit de zero pentru un punct p e Φ În acest caz, orice zonă a coeficienților poate fi considerată Corolarul Fie Φ un poliedru În fiecare punct neizolat p al poliedrului Φ, grupul D°(Φ) este un grup nul Această afirmație decurge direct din teorema [ : ] și din teorema [ : , ] din capitolul Subliniem în special: Corolarul Dacă Φ este un poliedru, Φ ΦΦ și ΦΦ (Φ, ) nu este un grup nul, atunci suportul punctului p în orice triangulație Kl a poliedrului Φ este o față proprie sau improprie a unor r-dimensionale simplex Tr Φ Cl Dovada Dacă suportul punctului p în /Set /n-dimensional simplex Tm, unde /n > r, atunci complexul O - OrT™ nu conține niciun element r-dimensional și, prin urmare, DG(O) și, în consecință, Ajj este un grup zero Dacă suportul Tm al unui punct p are dimensiunea w Astfel, am demonstrat următoarea teoremă (Capitolul , § ): [ : ] Pseudovariete n-dimensionale închise pot fi caracterizate ca poliedre n-dimensionale puternic conectate φ al căror set de puncte singulare omologic are dimensiune? noet n - Această intersecție este nevidă, deoarece e este vârful comun tuturor elementelor Oke și, în consecință, aparține fiecărui subcomplex închis nevid al complexului O ^e, inclusiv K' și TO" L În plus, din definiția complexelor K' și K" rezultă că, dacă există un simplex (n - )-dimensional al oricăruia dintre aceste complexe, atunci ambele simplex n-dimensionale adiacente lui Tn~r aparțin aceluiași complex, care și Prin urmare, luând toate n-dimensionale simplexe ale complexului K' cu coeficient , obținem n-dimensional; bucla modulo : În același mod, luând toate simplexele n-dimensionale ale complexului K" cu coeficient , obținem un ciclu modulo : J r/? £ (K", JJ^Z" (PKet § ] DEFINIȚIE ȘI PROPRIETĂȚI SIMPLE Deoarece ciclurile r" sunt elemente ale grupului Z"(O/ c este o h-varietate (n-V-dimensională simplă*) *) O pseudovarietate (în special, o varietate //) de dimensiunea n se numește simplă dacă este orientabilă și grupurile sale Dz pentru fiecare h-varietate închisă n-dimensională este o varietate Rețineți că deja pentru n = și, de asemenea, pentru toate n > , există //-variete închise care nu sunt varietăți Ideea este că pentru orice n > există varietati închise (n - ) dimensionale (așa-numitele „ homeomorf cu sfera (n - ^-dimensională, dar având, cu toate acestea, grupări D, izomorf cu grupurile D de dimensiunile corespunzătoare ale sferei (// - )-dimensionale Presupunând că acest fapt este demonstrat , luăm în complexul poliedric K, care este o triangulație a unui spațiu Poincaré (n - )-dimensional, se presupune că toate vârfurile complexului K sunt în poziție generală În același timp, luăm încă două puncte și eY astfel încât ele, împreună cu toate vârfurile lui K, se află în poziție generală Proiectând K din e și e^, obținem două piramide cu o bază comună /C și vârfurile formează un complex n-dimensional Kn, care, așa cum este ușor pentru a demonstra, este o triangulație a unei /z-variete n-dimensionale Totuși, Kn nu este o varietate, deoarece interioarele unei bile n-dimensionale nu sunt nici homeomorfe Astfel, construcția de //-variete care nu sunt varietăți se reduce la construcția spațiilor Poincaré Următorul exemplu, împrumutat din „Topologia” lui Seifert și Trefall, este aparent cel mai simplu exemplu de spațiu Poincaré tridimensional: varietatea necesară se obține prin identificarea fețelor opuse ale dodecaedrului prin rotirea mai întâi a uneia dintre ele într-un unghi faţă de celălalt în fiecare pereche de feţe opuse Schema exactă a acestei identificări este prezentată în Fig Înfățișează fețe ale dodecaedrului, a douăsprezecea este reprezentată ca zonă exterioară întregii figuri Elementele de identificat (vârfurile, muchiile, fețele) desemnarea* Poincare"), nu Aceste două piramide împreună pe- SOIURI OMOLOGICE (variete A) [cap XII Dovada Pentru , există //-variete închise care nu sunt varietăți Ideea este că pentru orice n > există varietati închise (n - ) dimensionale (așa-numitele „spații Poincaré”), nu Naiba sunt homeomorfe sferei (n - )-dimensionale, dar având, în ciuda acestui fapt, grupuri D izomorfe cu grupurile D de dimensiunile corespunzătoare ale sferei (/r - )-dimensionale Presupunând că acest fapt este dovedit, luăm în complexul poliedric K, care este o triangulație a unui spațiu Poincaré (n - )-dimensional, se presupune că toate vârfurile complexului K sunt în poziție generală În același timp, luăm încă două puncte e $ și e astfel încât ele, împreună cu toate vârfurile lui K, să fie în poziție generală Proiectând K din e și e obținem două piramide cu o bază comună și vârfuri care formează un complex n-dimensional Kn, care, așa cum este ușor a demonstra, este o triangulație a unei varietăți /z n-dimensionale Aceste două piramide împreună eQ ieR fotbal Astfel, construcția de //-variete care nu sunt varietăți se reduce la construcția spațiilor Poincaré Următorul exemplu, împrumutat din „Topologia” lui Seifert și Trefall, este aparent cel mai simplu exemplu de spațiu Poincaré tridimensional: varietatea necesară se obține prin identificarea fețelor opuse ale dodecaedrului prin rotirea mai întâi a uneia dintre ele într-un unghi faţă de celălalt în fiecare pereche de feţe opuse Schema exactă a acestei identificări este prezentată în Fig Și fețele dodecaedrului sunt înfățișate pe el, a douăsprezecea este reprezentată ca o zonă exterioară întregii figuri Elementele de identificat (vârfurile, muchiile, fețele) desemnarea* SOIURI OMOLOGICE (Soiuri A) [cap XI începe cu aceleași litere sau numere În special, a douăsprezecea față (care tocmai a fost menționată) este indicată de numărul I Dovada că în urma acestei identificări se obține un spațiu Poincare cu adevărat tridimensional din dodecaedru, cititorul o poate găsi în cartea lui Seufert și Trefall, p - (ediția rusă) paisprezece Stele baricentrice în ^-variete Fie dată o varietate A n-dimensională K; să fie sub-baricentric Naiba împărțirea complexului K În toate investigațiile legate de ^-varietăți, următoarea propoziție are o importanță fundamentală: [ : ] Toate stelele baricentrice ale complexului K sunt pseudovariete simple Dovada Pentru n - teorema este evidentă; să presupunem că se dovedește pentru n - , o demonstrăm pentru n În acest scop, luăm un vârf e al complexului K și îl punem în corespondență cu centrul de greutate al fiecăruia, din al simplexului Γ ^ Oke, /* > , care este personal de la vârful et, este centroidul feței Γ Γ r a acestui simplex opus vârfului e Aceasta, după cum este ușor de observat, stabilește o mapare simplială unu-la-unu (izomorfism) S a graniței B* a baricentricului a stelei Tn(e), conjugată la vârful e, în subdiviziunea baricentrică (Bk£)i a complexului Bxe (Fig ) Mai mult, oricărui simplex al complexului B*, având ca vârf inferior centrul de greutate al unor Tr - eT?- £ %e, r > , îi corespunde un simplex al complexului (B^e^ având ca vârful său inferior, centrul de greutate al simplexului Bge, de unde rezultă cu ușurință că orice stea baricentrică situată pe B* (adică orice element al triangulației conjugate K a complexului baricentric, care este un subcomplex al complexului B) este izomorfă cu o stea baricentrică a complexului Bxe (adică o stea baricentrică care este un complex de elemente baricentric conjugat cu triangulația Bke) Dar prin [ : ], B^e este o ^-varietate (u- )-dimensională, prin urmare, prin presupunerea inductivă, toate stelele baricentrice ale complexului Bke sunt pseudovariete simple; în consecință, toate stelele baricentrice ale complexului K situate pe B* sunt pseudovariete simple Deoarece fiecare baricentric § ] COMPLEX BARICENTRIC AL UNEI ^-MANIFOLD Dacă o stea a complexului K cu dimensiunea n- se află pe marginea B* a unei stele baricentrice de n-dimensionale T*n(e), atunci am demonstrat că toate stelele baricentrice ale complexului K cu dimensiunea n- sunt pseudo-variete simple Rămâne doar să demonstrăm că orice stea baricentrică n-dimensională T*n(e)b, adică o stea conjugată la un vârf e al complexului Kn, este o pseudovarietă simplă Dar aceasta rezultă direct din [ : ] și din corolarul deja citat al teoremei [ : ] din capitolul (tot din [ • H] și din faptul că T*n(e) este steaua lui vârful e în complex Demonstrarea teoremei [ : ] Aceasta este terminată Cometariu Pe parcurs, am demonstrat că complexele B* [marginea stelei baricentrice T*(e)] și (B^e') (subdiviziunea baricentrică a marginii stelei B^-e) sunt izomorfe cu fiecare § Complexul baricentric al unei varietăţi A combinatorii : Denumiri; fapte preliminare de bază Fie K o triangulare a unei varietăți A n-dimensionale K Notăm prin subdiviziunea baricentrică a triangulației K; prin T? notăm simplecele p-dimensionale ale triangulației K, prin Ty stelele baricentrice conjugate (p " R - n) subcomplexe complexe (capitolul , definiție [ : ]) O oarecare consolidare a acestui rezultat rezultă din același geormes, pe care îl formulăm acum Să notăm cu K* complexul tuturor stelelor baricentrice ale complexului K separarea complexului K*, adică unirea tuturor stelelor baricentrice în general care sunt elemente ale K*; știm *) că există o triangulație În aceste condiții, din teorema [ : ] din capitolul și teorema [ : ] rezultă că elementele complexului /C* formează un sistem fundamental de subcomplexe ale complexului Ko De aici și din teorema [ : ] din capitolul , obținem în continuare: [ : ] Lasă fxr sunt orientări arbitrare ale stelelor baricentrice T*r G K* Apoi t*' formează un sistem fundamental de lanțuri**) al complexului /Co *) Capitolul , art : •*) Capitolul , definiție [ : ] SOIURI OMOLOGICE (SOIURI A) [cap eu Pentru / j etc respectiv în grupe de câte ІЖ*), Z^K*\ W unde aHo t- e- аIp + > * * * > aUn sunt centrele de greutate ale simplexelor CH și au aMk” • • • „nі • Apoi simplecele și MM ■■ = „Dar • • • „ON • • • • ^lin ^ = "Dar • • - а\ік' • ■•a n au o față comună (i - - ) „Dar • * * „ + ■ • ■ „H,J Dacă - £ (^іr'o • • • Și = - ••• „ ? și tP- este o anumită orientare a simplexului I • • • I • • • ai\> W Ch-l gA-T de exemplu, /p-i = (aIo ank + •• • ai\ întrucât simplecele şi tP „ sunt orientate egal şi situate pe laturi diferite ale feţei lor comune § ] INDICE DE INTERCEPȚIE, ISOMORFISM Dar =(-!)* r, Prin urmare r - - £ În mod similar, dacă orientările Zu = I Оц • • • аіік • • • а^р+ ■ ■ • « /u ) • -аі,ѵ ■■апаѵр+ - ■ •«!/„) sunt egale cu orientările t™ și, prin urmare, sunt aceleași și t"~' = {аііо alik iauk+x ■ ■ •«!/„), APOI eu'= -I- Asa de, &'GM' = (- O'P (- ) = r'Pb deci nu depinde de înlocuirea \t&| pe Exact în același mod, folosind legătura puternică a complexului T*?, demonstrăm că numărul f( nu depinde de alegerea simplexului \t^\ Definiție [ : ] Numărul Tff==±l, în funcție doar de t? iar orientarea aleasă a A-varietăților K se numește indicele intersecției /p și /*? în //-varietatea orientată și se notează cu (r?X^*f) OBSERVAȚIE Fie /?n, ?^, plane purtătoare, respectiv, simplexele |/* |, |/PJ, |, orientate în același mod ca și Atunci nu există altceva decât un anumit la capitolul , art : , indice de intersecție ( ?f X^JQ- Indicele de intersecție (ZfX^) pentru h^f=i (adică atunci când steaua baricentrică T*% nu este conjugată cu simplexul Ț) se presupune că este egal cu zero prin definiție Soiuri OMOLOGICE (soiuri x) [Ch xsh Observație Din moment ce la înlocuirea tp pe - sau i * h pe - s, respectiv t), se schimbă în -r, respectiv în -t), apoi (( -/?)X/*?) = - (^X(- /*?)) = - (/?X^) În plus, atunci când orientarea dată a varietatii d K este înlocuită cu cea opusă, ț se schimbă în -y, deci indicele de intersecție este tp și își schimbă semnul când se schimbă orientarea întregii d-variete : Indicele de intersecție și coeficienții de incidență Lema [ : ] Daca atunci ( : ) (#X**?) = ~ x) (**J + • ) Dovada Din moment ce urmează și, prin urmare, = + /) = -!> apoi atât dreapta cât și stânga părțile egalității ( : ) sunt egale în valoare absolută cu Rămâne de demonstrat că semnele ambelor părți ale egalității ( : ) sunt aceleași Să luăm în considerare mai întâi cel mai important caz special, când ( : ) (^:/ji)=l; (/^ + :^ )= i Luați un simplex întins pe |/£[ knі = K> ■■•aup- aljali\, unde, ca întotdeauna, Yatso, , ac sunt centrele de greutate ale simplexelor T? și în plus, luând orientarea (а\іацр time De PD = ^+ + -> Azțj+* = d/z+ + + , n, pe de altă parte, conform presupunerilor noastre ( : ) d/; „+! = ^+ de unde rezultă că patru? = m ѵ ' adică că /^ este orientat în același mod ca orientarea t'qu a pseudovariei de varietăți omologice (varietăți A) [cap xti În cele din urmă, fie o orientare dată a pseudovarietății onpej să fie împărțită de un simplex orientat \u d T ("Dar ••• aer ^iaiahіr^ а іп) * Să rezumam raționamentul făcut: orientare | ^=e(aH | la fel cu orientarea tP; orientare ••• la fel cu orientarea Z*? ; orientare a ip) este la fel cu orientarea Kv Aceasta înseamnă că pentru o orientare dată ( : ) Pe de altă parte, orientarea este la fel cu orientarea și, ca și înainte, orientarea înseamnă că pentru această orientare ( : ) (/? X / X) = (- ) /' (ZJ-l X / X Deci, presupunând ( : ) (Zf :/p )^ , (ZVM : t*'J) = formulele ( : ) sunt dovedite Să abandonăm acum presupunerea ( : ) și să lăsăm Apoi = ; (m^-H:/X) si, deci, conform celor dovedite W? x \u d (- X (zf- x VG + ) - Dar X - X \u d sij x ^), X \u d -Pl (/ J- X ^ + ), § ] INDICE DE INTERCEPŢIE, ISOMORFISM I)' asa de X * D) \u d X P) \u d (- ? (^- X \u d Q E D : Izomorfismul Dq și legea dualității Poincaré Fie Γ o orientare aleasă în mod arbitrar a simplexelor ale unei varietăți A n-dimensionale orientabile (și orientate) K Din cele două orientări posibile ale unei pseudovariete orientabile Γ, notată cu t** cel pentru care (/?x **f)= b Să vedem care este matricea incident-post ||(^+I :GT)||==|| ]? || pentru această alegere de notație În primul rând, dacă nu există nicio față a simplexului |/^|, atunci (V : tP- ) = și : /*f) = După lema articolului anterior, în cazul |^" | : (# X **f)= (- X ( :: x/*y+ ) sau, amintindu-ne că = (t? - X t*q+ ) = , = (- ? ( : : **?), de unde, înmulțind ambele părți cu (—l)P(ff:/|- ) și amintindu-ne că obținem ( : ) : t*f) = (- ) (t? : Jp ) Să punem acum în corespondență cu fiecare lanț xp £ Lp(JK ) un lanț ££"(/ J- , o ѵ ' 'L , mijloace, '* & = (- )?> Și ѵ//, ij ѵ 'ji + (VXP /? + !) = (— iy> + (Z) I Vd > | Similar I (V£)W • Z*?+ ) = • t*b ™ Ș )/ • Zf) = ? = ( — > /j“ (-xJ' • z =(— (K) pe grupul W(K*), grupele Hț (K) și H% (/ > Vxp- = £/', adică zp e Hp(K) Teorema [ : ] V este demonstrată prin aceasta În mod similar, folosind a doua formulă ( : ), obținem: [ : ]d Sub izomorfism, grupele H^(K) și Hp(/C*) corespund între ele De la [ : ]ѵ și [ : ]? primim: [ : ]v Izomorfismul Dq al grupului Lp(K) pe Lq(K*) generează o mapare izomorfă a grupului VP(K) pe grupul DCC*) Dar grupurile (/ s -Z*'?- ) În mod similar (yDixP ■ /* ?+!) = X-O'/xp • Z*J) = X'QÎ + (xP • = =(— > ® ~ (-xl> • =(— i? Ovp • tv - t = == (- )p (ZX + Dn • Z*j+ ) Observație Să notăm identitățile tocmai dovedite: f (DO? x ^ • Z *? - ) - (- ) p + (V xp • Z ^ + ') ( : °) j (VD xp-Z "J + ) \u d (- Din ' SDxp-/^- ) Din prima egalitate ( : ) urmează: a) Dacă Vxp = , atunci Δ e Xx# = , adică grupul Z?(K) este mapat prin izomorfismul Dq în grupul ZO (/ z V xp- ==(-\yPDvzP, adică DW £ HI (K*) b) Fie atunci este posibil să se găsească nJ £ £a-U(/ (Kb) inversă izomorfismului O'C am stabilit xp- - Dp-iX*^ Apoi (citind prima ecuație din ( : ) de la dreapta la stânga și înlocuind p în ea cu p - ) obținem (—iy>D (D/?X^+ )- Dar, presupunând sik, avem pe baza [ : ] la h Prin urmare (amintindu-ne CE (/? x = ) (tP x D / * V') = (-^ ^ X = (- X k (mp x /*?+ ) = x ^* + )=x nF )= la Asa de: (t? x *)=(- w/? x /*p*), Q E D Consecință din ( : ) Fie x*v un ciclu, adică Dx*n ~ Apoi, în ( : ), după înlocuirea p cu p + și, în consecință, #-(- cu q, partea stângă este egală cu zero, prin urmare, (Dx^+ X x*h) - Dar orice ciclu omolog cu zero poate fi reprezentat ca ÂXP+ Asa de: [ : ] Dacă z* este izomorf cu grupul *°(/Co), adică , există grup zero În plus, prin teorema [ : ] din capitolul , grupul Ѳn- ( n - complexele KQ uK*\Kq nu au torsiune r-dimensională Un caz special al acestei propuneri este: [ : ] Dacă K este o triangulație a unei sfere tridimensionale și a este un subcomplex închis al complexului K, atunci Ko nu are torsiune de nicio dimensiune Să punem acum [ : ] unde m este orice număr întreg ^> Deoarece grupurile D^ și sunt izomorfe, obținem următorul rezultat: [ : ] Legea dualității lui Alexander modulo m (caz combinatoriu) Dacă pentru tot r, C' D - D ', M = M\ P, Q Să demonstrăm că ciclul V - kqm- SOIURI OMOLOGICE (Soiuri A) [Ch HPI al plexului Ko nu continuă până la complexul K Pentru a face acest lucru, luați în considerare un ciclu V r al complexului K și notați cu j, , S; h, І - h» li, , h; miercuri C , C £ , valorile lui r , respectiv, on i o> ^ , ^ Î " ^ > ti, t\ot o" * (Dia și ) Să notăm că valorile lanțului Vg pe șase ori- triunghiuri orientate în sensul acelor de ceasornic d t C ? D MAP, PAC, PCQ, QCD, QDM', M'DA'* sunt egale cu zero Obţinem şase ecuaţii: ■ - - -Hi = , ; Ch~ - і - Cj = O, - -i + C = , \ „Mz ^ -^ - , / - ^ - 'A + £ = , H'-^ + 'Az - ^z = °> I a cărui adăugare termen cu termen dă egalitatea H (H) + ^ -^ = 'rn -H -b 'nz; această egalitate este satisfăcută de orice ciclu V zr £ z\ (K) Dar dacă | Ko^=t\ , TO ^= = , ] =- , ] = T) ==TI = T) = , CARE PROTI- contrazice egalitatea (H) Necontinuabilitatea ciclului V t\-t\£Z^(JKofJ) acest lucru este dovedit Să luăm în considerare un al treilea exemplu Fie Ko un complex format ț din trei laturi | і|, | e|, | | și trei vârfuri ale triunghiului RDSz (Fig ) Rămâne la latitudinea cititorului să demonstreze că ciclurile V /}, /J ale complexului Ko nu sunt extensibile la complexul K După aceste exemple, care, sperăm, clarifică suficient noțiunea de extensibilitate a ciclului V, demonstrăm că pentru orice K și K avem includerea ( : ) Lăsa C (nr ), = vxG , xG C LP- (Ko) Apoi, folosind notația capitolului , art : , avem § j CAZUL COMBINATORIAL din legea dualității mai mult, pe baza formulei ( : ) din capitolul KoZp \u d K VEx? g \u d - VKoExG \u d \u d zl, Q E D Mai departe: [ : ] Dacă Vp(/ este un grup nul, atunci și, prin urmare ( : ) În plus, grupul H^(/ Desigur, în aceste condiții, grupul ^(K )]Ck(K ) coincide cu cu un grup h-i (ІСХКЦУІНГ (К*\Кo) = Д'- (К'\№) Soiuri omologice (soiuri A) | Cap hpі Prin urmare, teorema [ : ] (în partea p > ) este cuprinsă în următoarea propoziție: Teorema [ : ] Fie K orice orientabil n-dimensional] h-varietate} pentru - din grup (I*\/\o) sunt izomorfe între ele \ : Cazul p = și p = n - ; observații preliminare privind demonstrarea teoremei [ : ] Înainte de a demonstra Teorema [ : ], deducem din aceasta afirmațiile Teoremei [ : ] (și deci : și [ : ]) referitoare la grupurile (/C*\/ I^zI' ^ " I b ^ Ith din vârfurile lor; ° Kq este format din trei segmente |/]|, (/{J, |/] | și vârfurile acestora W (G\^)=q°° (K*\/Q I ] CAZUL COMBINATORIAL AL LEGII DUALITĂȚII În primul caz (Af ) = deci Z'(/ ^Z?(K) Apoi D zp£Zp(K*), DizP = xh -{-uch, Unde xi = KlD zi>, y și \u d LD zp \u d bxh - Du?, adică ▲ (- uch) = Dx® = \D zr Dar, în virtutea [ : ], — D K^t>, asa de D(-uch) = LD'i KqzP = Y Di r* Dar - uch £ bh (K astfel încât bD z? £ H -* K*\lQ, Q E D Dovada [ : ] (Fig ) Lasă și g^s^GCHGH^) Este necesar să se găsească astfel de zp^Zp^K) care să fie zV=Kqzp Pentru a face acest lucru, luăm mai întâi yq £ Lv(K*\J(* ) astfel încât DN = Nr g? prin urmare, y* (/ -> іshtn"->,r* vayapsha^a-^ Naiba Dovada [ : ] Lasă (diavolul ) bxh = u ) = (- /+ (*P+ XAy ) pentru orice xp £ Lp(K), xpj^LP+ (JK\ cont £ІL (K *), iar pe corolarul [ : ] al acestora: [ : ] Dacă cel puțin unul dintre cele două cicluri zp(^Zp(JC), zQ^Z^sK*) este omolog cu zero, atunci (zpX^) = Rezultă direct din aceasta: [ : ] Dacă două lanțuri xp+ > LP+ (K), xp > > LP+ (K) au o limită comună avem (xP+^u^- ) = (x^+ X^" ) Într-adevăr, în acest caz xf+! -xp + '^Zp+XK), și, prin urmare ((xp+* - x'P+'yXiY- ) = , adică (x^+ X^“ ) = (x|+ X^~ )- Împrejurarea tocmai dovedită ne permite să formulăm următoarea definiție: Definiție [ : ] Fie ip £ HP(K)n u' ” țHț-ițK*)-coeficientul de legătură al ciclurilor •d(sus, ufi-l) = (xp+ Xu format din toate ciclurile omoloage cu zero în K Atunci pentru § patru] CAZ COMBINATORIAL AL LEGII DUALITĂȚII oricare două elemente SUS C ZP,K (Ko) / (Ko) W*- € ZK CS\K$ / ng (K*\Nu) poate pune ( : ) b O, u?" ) = b (cr, u? - ) unde ciclurile uP și u^ sunt alese în mod arbitrar în clasele, respectiv, și din [ : ] rezultă că b(u^, nu depinde de ce cicluri u^u xp și noi am luat LvL Naiba În special, dacă A^(K) și Ai°r (/ în consecință, deoarece A£)^ este o mapare homomorfă a ZP(KO) în ZF (K*\X*o)" MgC = ^a^D^uPi + EDDOM* + • Deoarece un multiplu întreg al ciclului V ■Vo = - SOIURI OMOLOGICE (SOIURI A) |CH XIII este omoloagă cu zero în K și, prin urmare, este conținută prin aceea că, în virtutea [ : ], același multiplu întreg al ciclului omolog cu zero în i e de aici si Q E D În concluzie, dăm un exemplu care ilustrează construcția principală prin care se demonstrează teoremele [ : J și [ : ]] Acest design constă în faptul că la o anumită bază canonică se construiește o bază conjugată a complexului / a Să presupunem că pentru orice pereche de complexe ΛΛ, mulțimile K din care urmează / p>a și Sa este o proiecție în /Ca și Sj este o proiecție în atunci maparea simplă s£s$ a complexului x- în Kl este o proiecție În aceste condiții, o mulțime parțial ordonată K, împreună cu mapările simple S*t definite în ea, se numește spectru de proiecție sau pur și simplu spectru Din teorema [ : ] din capitolul și teorema [ : ] din capitolul rezultă: [ : ] Dacă Sa și S'a sunt două proiecții ale complexului în spectrul lui K, atunci pentru orice ?a £ Zv(/Q avem: Sfo-Sfc in Din aceasta, la rândul său, rezultă: II: ] Fie și >a, >?* Dacă pentru o alegere de proiecții Sj și $ avem ( : ) în Kv £ V-GRUPURI DE COMPACTE ȘI LEGEA DUALITĂȚII [cap XIV atunci relația ( : ) este adevărată și pentru orice altă alegere a acestor proiecții Definiție [ : ] Ciclurile V r££y(/Ca), r €^v(^ ) se spune că sunt omoloage între ele în K, VC, dacă există ț, Ț>P astfel încât în Kv adică dacă Este ușor de observat că această definiție a omologiei între ciclurile V ale complexelor spectrului K are proprietăți de reflexivitate, simetrie și tranzitivitate Numai ultima dintre aceste proprietăți are nevoie, poate, de o scurtă dovadă noi ga€^(Aa), în Ky sțzfiSfa în AGR ( X>a, P->₽ H>Y- Ia L”, ca Atunci ^^z ( în Întrucât și sunt esența proiecției aceluiași ciclu la complexul Kv, atunci în asa de VC" adică VC Asa de: Mulțimea tuturor ciclurilor V r-dimensionale ale tuturor complexelor posibile ale spectrului K se descompune în clase de cicluri omoloage între ele în K; aceste clase sunt numite clase V r-dimensionale ale spectrului lui K și sunt notate cu (dacă este necesar, cu indici diferiți) Să definim adăugarea claselor V În acest scop, observăm în primul rând că în oricare două clase V C și se pot găsi elemente z\ ed r" aparținând aceluiași complex £ K: ^€ ma ^er;ta § ] ^-grupuri de bicompacte Într-adevăr, alegem în mod arbitrar luăm /Ca e K astfel încât a > an a > a , și punem = ?ha € & ** = & Pentru a determina suma a două clase v Сі și , luăm ciclurile £CО și &, aparținând în mod arbitrar aceluiași Ka, prin definiție o clasă V C care conține un ciclu pe se numește suma V-claselor Cv și C Este ușor de observat că suma așa definită a două clase V C și într-adevăr depinde doar de termenii dați ai claselor V C și C și nu de alegere Într-adevăr, să s:; z^z^y Este necesar să se demonstreze că „că în unele Kv T>a, Deoarece în K, există a, astfel încât ^ fi, ț> Apoi în și s?s;,;~SX > K, „Dacă, împărțirea termen cu termen, W+№';W+W în k>- Luând niște proiecții S* și Sț și amintindu-și asta primim 'r' - S^za Q E D V-GRUPE DE COMPACTE ȘI LEGEA DUALITĂȚII [cap XIV Adăugarea tocmai definită a claselor V r-dimensionale ale spectrului K este comutativă și, după cum este ușor de văzut, asociativă Elementul zero în raport cu această adunare este clasa V r-dimensională Or, care conține elementele zero ale tuturor grupurilor Vr(/Q; evident, pentru orice clasă V r-dimensională avem TG Og = Observăm că clasa V Γr constă din toate acele V-cicluri r-dimensionale ale tuturor complexelor posibile ΛΛ e K pentru care poate fi găsit /C e K, p>a, astfel încât ^- in În plus, pentru fiecare clasă V „Y există o clasă V care satisface condiția cr + (-V = O>; pentru a găsi -Cr, este suficient să luăm niște zra£^r și să definim - ca o clasă V care conține un ciclu V -zr* (este ușor de crezut că această construcție nu depinde de ce zr și ce constă din - toate V-ciclurile de forma -zrt unde r e Cr) Asa de: Adăugarea claselor ^ definite mai sus transformă mulțimea a tuturor claselor r-dimensionale ale spectrului K într-un grup, care se numește grupul ^ sau ^-grupul r-dimensional al spectrului lui K și este notat cu V ^(K) : Omomorfism logice între ele în și chiar mai omoloage între ele în K; prin urmare, fiecare clasă V a oricărui complex /Ca e K este în întregime cuprinsă într-o clasă V a spectrului lui K; aceasta stabilește o mapare homomorfă bine definită a grupului Vr(/ " care îl urmează, proiecțiile generează o mapare izomorfă S* a grupului Vr(Ka) pe grupul (K$) În acest caz, pentru oricare, grupul este izomorf cu grupul VG(K) Dovada Este suficient să arătăm că fiecare clasă V ty din spectrul lui K conține una și o singură clasă V a complexului în care KL este luat în mod arbitrar în K Astfel, să fie date CG £ V(K) și f z* în Ka Dar din r' — z* în K rezultă că există un £ K, p>a, astfel încât S^z^S^z^ în A^; deoarece generează o mapare izomorfă a grupului Vr(/Q pe grupul Vr( Q), apoi din în urmează în K„ care demonstrează teorema [ : ] : V-grupuri de spatii compacte*) Să fie dat un Φ bicompac, format dintr-o mulțime infinită de puncte Să considerăm o mulțime nemărginită parțial ordonată Ѳ a tuturor acoperirilor finite deschise **) a mulțimii bicompacte Φ; aceste învelișuri vor fi notate cu a, p, Ț etc , prin Ka vom nota nervul învelișului a și vom considera complexul de urmat Kl dacă p>a Fie p>a- Punând în corespondență fiecărui element al capacului P unele dintre elementele capacului a care îl conține, obținem mapări ale capacului p în capacul a, numite proiecția lui p în a Fiecărei proiecții a învelișului p în învelișul a îi corespunde o mapare simplă a complexului în complexul Kl; aceste mapări sunt numite proiecții la K* Pentru aceștia este îndeplinită condiția ° din articolul : Într-adevăr, să fie date două proiecții J și S'f ale complexului K în Ka și să fie unele simplex ale complexului / a, y > p, astfel încât Sft-S^Z™ (Ka) Dovada legitimității unei astfel de definiții se realizează exact în același mod ca și în art : Definind adăugarea claselor V exact în același mod ca și în cazul claselor V, transformăm mulțimea tuturor claselor V într-un grup, pe care îl vom numi grupul V al spectrului lui K și îl vom desemna prin V (K) Dacă K este spectrul complet al unei mulțimi bicompacte Φ, atunci numim grupul V (K) grupul V (Φ) Observația Lăsăm cititorului să demonstreze următoarea teoremă: [ : ] Dacă este un domeniu dat de coeficienți și numărul de componente ale bicompactului Φ este finit și este egal cu m: , atunci grupul V (Φ) este suma a - sume directe, fiecare dintre acestea fiind izomorfă cu grupul λ *) Vezi P S Aleksandrov, Betti groups and the homology ring of locally compact spaces Rapoarte ale Academiei de Științe a URSS, , , p ; vezi şi Teoria omologiei generale Note științifice ale Moscovei stat Universitatea, , , p - ; „Proprietăți omologice ale aranjamentului complexelor și mulțimilor închise”, Izvestiya AN SSSR, serie matematică, , nr cinci § ] PĂRȚI CONFINALE ALE SPECTRELOR CAZUL COMPACTELOR Dovada se bazează pe art [ : ] din Capitolul și pe faptul că în acest caz toate /Ca£K constau din cel mult -m componente, iar fiecare complex este urmat de un complex format din m: componente § Părţi cofinale ale spectrelor Cazul compactelor : Părțile finale ale spectrelor Definiție [ : ] Un poset Ѳ' se numește parte a unui poset Ѳ dacă fiecare element al lui Ѳ' este un element al lui Ѳ și din condițiile *i>* in ar trebui să x >x în A O parte Ѳ' a unui poset nemărginit Ѳ se numește o parte cofinală (cu toate Ѳ) dacă Ѳ' este un poset nemărginit și pentru fiecare* se poate găsi y £ Ѳ' astfel încât d/>x în Ѳ Definiție [ : ] Spectrul K’ se numește partea confinală a spectrului K dacă sunt îndeplinite următoarele condiții: ° Spectrul K', considerat ca un set parțial ordonat al complexelor sale constitutive, este cofinal parte dintr-o mulțime parțial ordonată K ° Urmează în K' după /Ca; fiecare proiecție a unui complex într-un complex din spectrul lui K’ este o proiecție în K Orice parte confinală K’ a spectrului total de proiecție K al unui spațiu compact Φ se numește spectrul de proiecție al spațiului compact Φ Teorema [ : ] Dacă spectrul lui K’ este partea finală a spectrului lui K, atunci grupurile VG(K) și VG(K’) sunt izomorfe între ele Dovada Mulțimea tuturor V-ciclurilor r-dimensionale K£ a tuturor complexelor posibile din K’ este o submulțime a setului de V-cicluri r-dimensionale a tuturor complexelor posibile din K; dacă în K', atunci cu atât mai mult în K, deci fiecare Fiecare clasă V a spectrului K’ este conținută într-o clasă V (și, desigur, unică) a spectrului K Aceasta stabilește o mapare unică a grupului VG(K’) în grupul VG(K), care, după cum este ușor de văzut, este o mapare homomorfă Vg ( K') în VG (K) Să demonstrăm că homomorfismul rezultat este o mapare izomorfă a grupului Vr(K') pe grupul Vr(K) Pentru a face acest lucru, este suficient să arătăm că fiecare clasă V a spectrului K conține una și o singură clasă V a spectrului K' Fie C vreo clasă V a spectrului lui K și fie Ta întrucât K' este partea cofinală a lui K, atunci există un complex /Cp e K' după Ka în K Apoi, ciclul V •Sl V-GRUPE DE COMPACTA SI LEGEA DUALITATII [CH XIV este cuprinsă într-o clasă V C a spectrului K’, iar această clasă V C’, având un element comun cu C, este cuprinsă în C Astfel, fiecare clasă V a spectrului K conține cel puțin un V -clasa spectrului K' Rămâne de demonstrat că nicio clasă V a spectrului K nu poate conține mai mult de o clasă V a spectrului K' Pentru a face acest lucru, la rândul său, este suficient să arătăm că două cicluri V omoloage între ele în K sunt omoloage între ele și cu Kz Demonstrăm această afirmație Lăsa VC Aceasta înseamnă că există un complex >a, Xi>p astfel încât Luăm în K' complexul următor în K pentru / a, y>p, Ț>Țt în K, avem în omologie GE Kv Q E D Consecinţă Grupurile r ale unui spațiu compact Φ sunt izomorfe cu grupurile ^ ale oricărui spectru al acestui spațiu compact : Cazul când Φ este compact Teorema [ : ] Fie Ѳ o mulțime parțial ordonată a tuturor capacelor deschise *) a unui Φ compact format dintr-un număr infinit de puncte; fie Ѳ' să fie o parte dintr-o mulţime parţial ordonată Ѳ care conţine învelişuri arbitrar mici (adică, îndeplinind condiţia: indiferent de e > , există ′-acoperiri ale compactului Φ în Ѳ') Atunci Ѳ' este partea cofinală a lui Ѳ OBSERVAȚIE Propoziția inversă este evidentă: dacă Ѳ' este partea confinală a lui Ѳ, atunci pentru orice ε > , Ѳ' conține r-acoperiri ale compactului Φ *) Capitolul , art : § ] părțile finale ale secțiunilor Cazul compactelor Demonstrarea teoremei [ : ] Fie a o acoperire arbitrară a mulțimii compacte Φ; să luăm învelișul de lângă a în Ѳ Există*) astfel de e > astfel încât fiecare s-acoperire a mulțimii compacte Φ este scris în ax și deci urmează a Luând niște acoperire electronică, vedem că ț urmează a Rămâne de demonstrat că Ѳ' este nemărginit Pentru a face acest lucru, luăm pentru oricare două învelișuri a și p din Ѳ' următorul înveliș oij din Ѳ și definim pentru acesta numărul e> și acoperirea ț ca just Observația Pentru mulțimea parțial ordonată Ѳ' menționată în teorema [ : ] se poate lua orice succesiune de acoperiri ( : ) W = {"! a , , ak, unde ak este o acoperire e^ și kim rk - Mai mult, pentru orice k, acoperirea al+ este înscrisă astfel încât Ѳ' poate fi presupus a fi o mulțime numărabilă ordonată în funcție de tipul numerelor naturale Luând partea consională K' a spectrului total de proiecție K al mulțimii compacte Φ corespunzătoare mulțimii Ѳ', obținem un spectru numărabil K' al compactului Φ ordonat după tipul numerelor naturale În sfârșit, alegând șirul ( : ) astfel încât pentru orice k fiecare element ak+± să fie conținut într-un singur element al**), obținem spectrul K’ al mulțimii compacte Φ, în care pentru oricare două acoperiri аb și akі k> h, se definește una și o singură proiecție ^ a învelișului ak la an În cele din urmă, dacă dim Ф = n, atunci întregul spectru al lui K' poate fi compus din complexe n-dimensionale Din aceasta, în special, rezultă că: [ : ] Dacă bitF = n d r>n, atunci VG(F) este un grup nul : Cazul când Φ este un poliedru Fie f o triangulație a poliedrului Φ Se consideră șirul de complexe K ^ , , Kn, , dintre care fiecare este o diviziune baricentrică a celei precedente Se notează printr-un înveliș deschis Φ ale cărui elemente sunt stelele deschise ale triangulației (vezi capitolul , definiția [ : ]) Apoi există un nerv de acoperire, astfel încât denumirea K poate fi considerată ca o abreviere pentru notația KL *) Capitolul , Lema : **) Pentru a obține o secvență ( : ) care îndeplinește această condiție, trebuie să luăm o secvență de subdiviziuni (cap , § ) „ ’ • • • (fiecare ak este un capac închis) și procedăm astfel: înlocuim elementele capacului oc/ cu vecinătăți atât de apropiate ale acestora încât obținem un capac deschis ai similar cu capacul a/ și astfel încât fiecare element a ' să fie cuprins într-un singur element ax După aceea, înlocuim elementele capacului a ' cu vecinătăți suficient de apropiate ale acestora și așa mai departe Alexandrov P S ^-GRUPE DE ACTIVITĂȚI COMPACTE ȘI DUALITATE ÂKOH [Ch xtv Fie un vârf al complexului Кѵ+Х; notează prin vreun vârf al suportului unui punct în plexe /C/, maparea este o schimbare normală în (vezi capitolul , art : ); mai mult, steaua deschisă OJ + a vârfului ej+l este cuprinsă în steaua deschisă a vârfului e} (Fig ), astfel încât există o proiecție av+ în av În acest fel, proiecțiile sunt definite în spectrul de proiecție K, care constă din toate /Cv Deoarece diametrele elementelor de acoperire tind la zero pe măsură ce v crește, spectrul rezultat K este Naiba în virtutea teoremei [ : ], spectrul poliedrului F Prin urmare, grupul VG(F) este izomorf cu grupul VG(K) Dar, în virtutea teoremei [ : ] din capitolul , mapările simpliale generează mapări izomorfe V* /Q în Vr(^+ ), prin urmare, în virtutea teoremei [ : ], grupul Vr (K) este izomorfă cu oricare dintre grupurile Vr(/Q și, prin urmare, și grupul Vr(/ ) Astfel, am demonstrat următoarea propoziție: Teorema [ : ] Dacă Φ este un poliedru și K este o triangulație a acestuia, atunci grupul V*\Φ) este izomorf cu grupul Această teoremă conține evident teorema de invarianță pentru grupurile Vr(/C) și, în consecință, pentru grupele DG(K) pentru complexele poliedrice K Cometariu Dacă mulțimea compactă Φ constă doar dintr-un număr finit de puncte, atunci definiția anterioară a grupurilor Vg(Φ) nu se aplică, deoarece mulțimea parțial ordonată a tuturor învelișurilor Φ este finită Dar în acest caz Φ se dovedește a fi un complex zero-dimensional și, în consecință, putem folosi definiția grupurilor V dată în § ) A-GRUPA DE SETURI DESCHISE Sn Capitolul Astfel, dacă Φ este format dintr-un număr finit, și anume k puncte, atunci: grupul V°(Φ, îl) este suma directă a -k grupări izomorfe grupului î(; grupul V (Φ, îl) (care este singurul care ne va interesa) este suma directă a n - grupări izomorfe grupului îl; grupul VG(Φ, îl) pentru r > este un grup nul § Grupuri D de multimi deschise Sn Formularea legii dualității Alexander-Pontriagin și principalele sale consecințe Cazul lui Ф constând dintr-un număr finit de puncte : Grupul DG(G), unde Г este deschis în Sn Am considerat deja (capitolul , art : , exemplul ) complexul nucleu A?: vârfurile complexului Kr sunt toate puncte posibile ale mulţimii deschise Γ; multe vârfuri {^o> • • •> er} formează un schelet dacă există o emisferă deschisă a sferei Sn care conține mulțimea {^ , , er} și dacă închiderea convexă a acestei mulțimi*) se află în Γ Un simplex al unui complex Kr cu un schelet dat {r? , , er} este un simplex sferic, posibil degenerat, cu vârfuri În această definiție a simplexelor, complexul Kr este un complex simplial complet Grupurile Lr ale complexului Kr sunt numite grupuri Lr ale multimii deschise Γ și sunt notate cu Γ(Γ) OBSERVAȚIE În loc de U\Kr) > Zp\Kr), Hr(Kr), etc , vom scrie λ(r), r(r), nr(r), etc Lanțurile complexului Kr sunt pur și simplu numite lanțuri ale unei mulțimi deschise Γ În special, desigur, se poate lua în considerare cazul Γ = S'A și se poate vorbi de lanțuri în spațiul Sn OBSERVAȚIA Fie χ Ε λ(Γ) Simplicele unui lanț xr sunt simplecele pe care lanțul xr este diferit de zero Complexul format din toate simplexele lanțului xr și fețele lor se notează cu |xr|; acesta este un complex simplicial complet finit Corpul unui lanț xr este unirea închiderilor convexe ale tuturor simplexelor complexului |xr| Corpul lanțului xr este un set compact situat în r; se notează cu xg : Subdiviziunea baricentrică a lanțurilor xr £ Lr(T) Fie dată o mulțime deschisă Γ în Fie Κ un închis finit Acest subcomplex al complexului Kr are dimensiunea r Pentru a determina subdiviziunea baricentrică a complexului K se procedează astfel Așezăm spațiul /? ^ într-un spațiu /?w, m^> r-f- , *) Pe parcursul acestui capitol, toate conceptele geometrice (segment, poligon convex, Din cele spuse rezultă că orice lanț xr £ ZZ(l?) poate fi supus unei subdiviziuni baricentrice (singură sau multiplă) și astfel se poate obține un lanț ale cărui simplexe au diametrul arbitrar mic Mai departe, întrucât sunt determinate reazemele în K vârfuri ale subdiviziunii baricentrice a complexului K, este posibil, în același sens ca în capitolul , art : , vorbim despre ture normale Se păstrează și teorema principală a deplasărilor normale: printr-o deplasare normală, subdiviziunea baricentrică A-fold shxr a lanțului xr trece la xr De aici rezultă că subdiviziunea baricentrică (multiple) a oricărui ciclu zr e Zr(T) este omoloagă în Γ cu ciclul zr Fie acum zr £ Zr(T) și P Q™ un poliedru situat în Γ și care conține în sine corpul lanțului r (Un astfel de poliedru este cel mai ușor obținut prin definirea Q™ ca complexul constând din toate simplexele unei partiții simpliale Sn suficient de mici ale cărei închideri se află în Γ ) Supunerea zr la o subdiviziune baricentrică una sau mai multe și o translație canonică în raport cu triangulația Q, obținem un ciclu al acestei triangulații, omolog cu ciclul zr din G Asa de: { : ] Orice clasă omologică $Γ GΓΓ(Γ) conține ciclurile triangulației Q™ unde Q™ este o triangulație arbitrară al cărei corp conține corpul unui ciclu De aici urmează imediat: { : ] Dacă r > n, atunci DG(T) = § ] Grupuri D de seturi deschise Sn : Invarianța topologică a grupurilor AG(G) Teorema [ : ] Dacă I\ și Г sunt mulțimi deschise homeomorfe reciproc în Sn, atunci grupurile DG(I\) și DG(Г ) sunt reciproc izomorfe Prefațăm demonstrația teoremei [ : ] cu următoarele definiții: [ : ] Un ciclu adevărat al mulțimii deschise r n este orice ciclu adevărat al unei mulțimi compacte FcG Evident, ciclurile adevărate r-dimensionale ale mulțimii deschise Γ G SΠ formează, sub definiția obișnuită a adunării (vezi Capitolul , Art : ), un grup, pe care îl notăm cu Γ(Γ) [ : ] Se spune că un ciclu adevărat zr £ Zr(T) este omolog cu zero în Γ dacă qh este omolog cu zero într-o mulțime compactă situată în Γ În mod clar, ciclurile adevărate r-dimensionale omoloage cu zero în Γ formează un subgrup RΓ(Γ) al grupului Zr(F) Definiție [ : ] ( : ) DG(G) == Zr(F)//fr(F) Teorema a [ : ] rezultă din: [ : ] Grupurile DG(G) și DG(G) sunt izomorfe între ele Demonstrarea teoremei [ : ] Să fie dat un ciclu adevărat arbitrar = r-, ,^, ) al mulțimii Г Se află într-un poliedru Ф = și se traduce printr-o deplasare canonică într-un anumit ciclu se stabilește o mapare homomorfă a grupului Zr(F) în Zr(T), sub care / r(r) este mapat la Hr(r) Homomorfismul S generează homomorfismul cu același nume DG(G) în DG(G) Homomorfismul £ mapează DG(G) pe DG(G) Într-adevăr, fiecare clasă de omologie ^• ΕΓ(Γ) conține un ciclu de triangulație Qa (vezi [ : ]) Evident, ciclul adevărat (r£, ), unde sub homomorfismul S, o nouă diviziune baricentrică trece la ,r£ Rămâne de demonstrat că maparea homomorfă a grupului DG(G) în grupul DG(G) este un izomorfism Pentru aceasta, la rândul său, este suficient să demonstram următoarea propoziție: [ : ] Dacă zr = Szr £ Hr(r), atunci r e Rr(r) Notând cu Q" complexul format din toate simplexele unei subdiviziuni simpliale suficient de mici Sn ale cărei închideri se află în Γ, putem presupune întotdeauna că că zr este ciclul adevărat al poliedrului Q™ și că întreaga deplasare are loc în acest poliedru După aceasta, afirmația [ : ] este dovedită cuvânt cu cuvânt în același mod ca [ : ] în capitolul , V-GRUPE DE COMPACTE ȘI LEGEA DUALITĂȚII [cap XIV : Legea dualității Alexander-Pontriagin și principalele sale consecințe Teorema care formează conținutul principal al acestui capitol este formulată astfel: Legea dualității Alexandera-Pontriagin a Fie Φ o mulțime j-compactă în Sn Fie Γ o mulțime deschisă suplimentară (Γ = δP\Φ) Fie p și q două numere întregi nenegative însumând n Atunci grupurile V^(Φ) și Δη-i(Γ) sunt izomorfe între ele, iar pentru p = prin VP(Φ) înțelegem grupul V (Φ) , iar pentru p — n — , prin grupul Δn —> Γ) înțelegem grupul Δ (Γ) (adică grupul Δ (AGr)) Cometariu În special, numărul de componente ale lui Γ este egal cu r (^-^ Φ)^- , unde m^-^ Φ) este rangul grupului Vd- (Φ) Legea dualității Alexander-Pontryagin este unul dintre faptele de bază ale oricărei topologii moderne Înainte de a trece la demonstrarea sa, enumerăm câteva dintre corolarele și cazurile speciale care pot servi ca ilustrare a importanței acestei teoreme În primul rând, având în vedere faptul că mulțimile compacte homeomorfe Ф au grupări izomorfe VГ(Ф), din legea dualității Alexander-Pontryagin rezultă: [ : ] Dacă Φ și Φ' sunt mulțimi închise homeomorfe în Sn, atunci grupurile DG(SΠ\Φ) și sunt izomorfe între ele În mod similar, din legea dualității Alexander-Pontriagin în legătură cu teorema [ : ] rezultă: [ : ] Dacă Γ și Γ sunt mulțimi deschise homeomorfe în Rn, atunci grupurile ^r(Sn\T) și ^r(Sn\V) sunt izomorfe reciproc Un caz special al teoremei [ : ] este: [ : ] Două mulțimi închise mutual homeomorfe Φ și Φ' în Sn împart spațiul Sn în același număr de componente Prin urmare (pe baza teoremei [ : ] din capitolul ): [ : ] Dacă una dintre cele două mulțimi închise homeomorfe din Rn este o limită comună absolută (regulată), atunci aceeași afirmație este adevărată pentru a doua mulțime Să trecem la cazul particular când Φ c: Sn este un poliedru curbat În acest caz (vezi capitolul , teorema [ : ]) ( : ) V?(F)==V^ I(F) + D?o(F) este un grup cu un număr finit de generatoare Prin urmare, Δ£ (Γ) este, de asemenea, un grup cu un număr finit de generatoare și, în consecință ( : ) unde este un subgrup liber al grupului M' (T) și Ѳ"-*(Γ) este un subgrup finit al grupului M' (Γ) format din toate elementele de ordin finit ale grupului M"~\Γ ) Grupul ’-DG) se numește grupul (/- )-dimensional de mai abrupte § ] ă-grupuri de mulţimi deschise Sn a mulţimii deschise Γ Din izomorfism rezultă Ѳd-i (f)? "Ѳg-i (G), D& (F) ^ DV (G) Asa de: Legea dualității lui Alexander pentru poliedre curbate din Sn: Dacă există un poliedru curbat și p-\-q = n, atunci p-dimensionalul numărul Betti al poliedrului curbat Φ este egal cu (q este numărul Betti himeric al mulțimii deschise Γ = δη\Φ și (p este grupul himeric de torsiune Φ este izomorf cu (q este grupul himeric de torsiune Γ Să luăm acum domeniul coeficienților Jm După cum se știe [Capitolul , formula ( : )], pentru orice poliedru (curbat) Φ Vsh(F)»A™(F) Prin urmare: Legea dualității lui Alexander modulo m (pentru poliedre curbe Φ în Sn) Grupuri S(F) și DG'(G) izomorfe între ele În cele din urmă, fie Φ o pseudovarietate închisă (n - )-dimensională în Sn Atunci A^~X(Φ) este un grup de ordinul doi, prin urmare A e (Γ) este, de asemenea, un grup de ordinul doi, adică Γ este format din două componente Dar în acest caz Φ®°(Γ) este un grup ciclic infinit și, în consecință, Δ™” (φ) este un grup ciclic infinit și, prin urmare, Φ este orientabil Deoarece pentru orice triangulație Kn~x a pseudovarietății Φ și pentru orice subcomplex propriu închis KQ C Kn~x grupul Dn-i(/^ ) este un grup nul, atunci nu există poliedru de formă și, în consecință, așa cum este ușor ca să vezi, nici un subset închis adecvat Phosph nu sparge $p Cu alte cuvinte, Ф este o limită comună regulată Asa de: [ : ] Teorema Jordan-Brauer Orice (n este o pseudovarietate închisă himerică situată în Sn este orientabilă, împarte spațiul Sn în două și doar două regiuni și este limita fiecăreia dintre aceste regiuni, Deoarece nicio submulțime proprie închisă a unei pseudovariete (n - )-merch închise care se află în Sn împarte Sn, atunci, prin Teorema [ : ], aceeași afirmație este valabilă și pentru mulțimile homeomorfe la submulțimile proprii ale unor astfel de pseudovariete Din aceasta rezultă că niciun punct interior al vreunei mulțimi compacte Φсіп nu are un număr de o-seturi mici (în raport cu Φ), a căror limită este homeomorfă față de propria sa V-GRUPE DE COMPACTE ȘI LEGEA DUALITĂȚII [cap xiv submulțimea sferei (n - )-dimensionale Întrucât punctele de limită Φ au în mod evident astfel de vecinătăți, obținem următoarea caracterizare a punctelor interioare și limită ale mulțimilor compacte Φ C Sn [ : ] Punctele interioare ale mulţimii compacte Φ c: Sn (faţă de Sn) sunt caracterizate prin aceea că că pentru r > suficient de mic nu au o vecinătate s cu graniță homeomorfă la o submulțime proprie a unei sfere (n - l)-dimensionale; punctele de limită Ф se caracterizează prin aceea că pentru orice s > au r-vecinații ale căror limite sunt homeomorfe la submulțimi proprii ale sferei (n - )-dimensionale Deoarece această caracteristică este invariantă din punct de vedere topologic, rezultă din aceasta: [ : ] Sub o mapare topologică a unei mulțimi compacte Φ C Sn în Sn, orice punct interior al lui Φ față de Sn trece într-un punct interior și orice punct limită într-un punct limită Cometariu Deoarece fiecare punct interior al oricărei mulțimi A ^ Sn este un punct interior al unei mulțimi compacte Φ £ ^ Λ, am demonstrat teorema completă asupra invarianței punctelor interioare, adică teorema [ : ] din capitolul : Cazul lui Ф constând dintr-un număr finit de puncte Fie compactul Φ format dintr-un număr finit de puncte op o , , og Pentru a dovedi legea dualității Alexander-Pontriagin în acest caz particular, este necesar, în virtutea remarcii făcute la finalul art : , dovediți următoarele afirmații: ° Grupul A"- (G, ) este suma directă a n - grupări izomorfe cu grupul ° Pentru r ts APOI i— Z>tc adică Z= b) Pentru orice h avem Într-adevăr, proiectând granița simplexului pe limita simplexului ^ din o/ , obținem o deformare a ciclului într-un ciclu , astfel încât aceste cicluri sunt homotopice, deci omologi între ele în Γ Din observația b) rezultă că în loc de [ : ] este suficient să dovedim: [ : ] Fiecare ciclu zn~x £ Zn~x (T, ED) este omolog în Γ cu ciclul n - de forma FOR unele r, în funcție de rn-r z=i Să dovedim propoziția [ : ] Până la [ : ], ciclul este omolog în Kh cu un ciclu r”"" £ Zn~x (K r, ED) Ciclul z™~ este omolog în Kn la zero: r™" = Ax™ Dacă = atunci i G - ai zhV = q ( Z==l Z>tc te V-GRUPE DE COMPACTE ȘI LEGEA DUALITĂȚII [cap XIV ts— Întrucât, în virtutea remarcii a), avem ~ atunci /=i k- - a^z^Ț în cu atât mai mult, în G, care se cerea Z"=l pentru a demonstra Dovada [ : ] Lăsa ts— r"-i \u d s" rGG ~ ° în r- z==l Atunci există un A astfel încât z - - în Qn și, prin urmare (capitolul , art : ), dacă denotă o subdiviziune a unui ciclu În Kp, atunci s mărginit de un ciclu Z>«Z— apoi i== i>ts ts— Deoarece Kn este o pseudovarietate n-dimensională și a P este un ciclu n-dimensional, apoi tot V* trebuie să intre în acest ciclu cu același coeficient Dar t%n intră cu un coeficient de zero, ceea ce înseamnă că toate (și toți a?) sunt și ele egale cu zero, ceea ce trebuia demonstrat Să notăm cu un element din grupul D**- ^, un ED care conține un ciclu Din [ : ] și [ : ] rezultă că fiecare element al grupului dn-i(p, este reprezentabil unic în formă Ctw (/ Gk => Qki => G" Să notăm cu rk cel mai mare număr care este diametrul unor simplex Tk £ Kk Apoi ( : ) Г = Гй = "\O (Ф, г ; *) Vezi capitolul , art : **) Vezi capitolul , art : V-GRUPE DE COMPACTA SI LEGEA DUALITATII [cap XIV § ] complexele A*,, K^, K*, Qal; seteaza Să setăm acum = și, presupunând că pentru un număr natural a, numărul este definit, notăm cu £w+ primul număr natural care îndeplinește următoarele condiții: G \u Cometariu Notând cu Oa stelele deschise ale triangulaţiei Kk, vedem că, în virtutea celei de-a doua cerinţe a condiţiei °, nu se poate întâmpla ca fiecare dintre mulţimile Ф П Оа să fie cuprinsă în unele FPOa+ ; întrucât, pe de altă parte, fiecare FLOa+i este cuprins în unele F P Oa, a doua cerință a condiției ° garantează că învelișul F compus din toate F F Oa + p urmează (în sensul Art : ) acoperire compusă din toate FLO-urile În acest scop a fost introdusă această cerință Condiția ° implică prin urmare, r a+ => "\chfg^;;;y=e^a = r,a Acum introducem următoarea notație odată pentru totdeauna Complexele Kk^ , Kț , K*k , se notează respectiv cu K**, Qal; notăm mulţimile deschise şi Ox^ prin Ga şi respectiv Ga Diviziunile baricentrice ale complexelor / Qal; ( : ) Ha+ o a =eha : Maparea continuă C a mulțimii Oa pe poliedrul Qal Să demonstrăm următoarea propoziție * [ : ] Există o hartă continuă C din mulțimea Ga pe poliedrul Qal lăsând toate punctele lui Qal fixe V-grupuri de mulțimi compacte și Legea dualității (cap xîV Dovada Fie T ^ un simplex al complexului Xa care nu aparține complexului Qai, dar se află pe un simplex Apoi Si t" £ Ka \ KOa, iar T^r £ Fie T"*+i primul simplex aparținând complexului KSv din simplexele T"r Din cauza inchiderii complexului LG , avem >i«« T-g^Kol K^\t-sh> >t-g\ekOav Fiecare punct al simplexului T* determină în mod unic segmentul p"p' care îl conține, conectând un punct p"^T'^ cu un punct p' £ T' Să stabilim acum C(p) = p' Aceasta definește maparea C pentru toate punctele p e Oa \ α Pentru p e Qai setăm C(p)=p Maparea C este continuă și satisface cerințele [ : ] : Unele proprietăți ale grupului Zr(V) Din ( : ) și ( : ) rezultă că fiecare lanț x al unei mulțimi deschise Γ este, pentru orice a suficient de mare, un lanț al unei mulțimi deschise Γr și cu atât mai mult al poliedrului Qal Prin urmare, pe baza [ : ] fiecare ciclu ^^Zr(r) este omolog în Γ cu un ciclu raI £ Zr (Qal) Dar Qal este o subdiviziune baricentrică a complexului, prin urmare, în virtutea teoremei [ : ] din capitolul , ciclul C Zr (On) este omoloagă în Qal și, prin urmare, cu atât mai mult în Γ, cu un ciclu de forma în care ^*\ K*a) Asa de * [ : ] Fiecare clasă de omologie ^^ ΓΓ(Γ) conține, pentru orice a suficient de mare, cicluri de forma s^z*, unde Rezultă din teorema [ : ] din capitolul ; [ : ] Dacă apoi § ] lema combinatorie § Lema combinatorie : Observații preliminare și enunțul lemei Deoarece KL este o subdiviziune baricentrică a complexului Kl, fiecare Ta £ Kli simplex este conținut într-o singură stea baricentrică a complexului Ka, numită purtătoarea Ta simplex în /C*; un simplex Ta £ se numește principal dacă dimensiunea lui coincide cu dimensiunea suportului său din /C* Este ușor de verificat că simplexele principale Tai ^ Ka au forma ( : ) ^ = ?>YY > • • •> unde • • -,Tf£/Ca sunt simplexe ale căror centre de greutate sunt ryx sunt vârfurile simplexului Într-adevăr, să existe un purtător al simplexului principal Tțt O stea baricentrică T*% este conjugată cu unele împărțirea unei stele baricentrice T*, simplexele sale ^-dimensionale au forma ( : ) Dacă T* £ /Ca sunt conjugate între ele, atunci ne va fi convenabil spunem că simplexul T’ este conjugat la fiecare dintre simplexurile principale Fie /Q, /C , , /Ca, printre complexe [vezi artă : ], se aleg două complexe și K$y p > a și se oferă o mapare simplială normală*)* a complexului în complexul K* Notăm prin operatorul de subdiviziune în (adică operatorul de tranziție de la lanțurile unor /Ca'sau A*, p, la subdiviziunile lor în cu /), și notăm izomorfismul unui grup pe grupa M (/ >meu|£x? corespunde simplexului ( : ) SJ^, = Ga]=| I '^> • • • > bZD £/Ca Acum investigăm cum acționează maparea ?î asupra simplexelor principale ale complexului Xpp [ : ] Fiecare simplex neprincipal q-dimensional I • • • >Т'Ч\ satisface conditia nq • - în virtutea lui « , sunt mapate la simplexul principal dat = > • • • Dacă a}T|i = Tqlf atunci este necesar = T” Pe de altă parte, dacă aT|= T', atunci unul și doar un simplex al formei ( : e) Tp\ = | ț> “'> • • • > T$\ § ] lema combinatorie va fi mapat, în virtutea lui J, pe simplexul dat ( : a) = I Тtop > G”- > • • > *| Într-adevăr, dacă •S tT'Și = Г , unde i, Т$i sunt date de egalități ( : e) și ( : a), atunci fiecare dintre simplexe este unul este definită în mod unic ca singura față a simplexului Ty, care, în virtutea lui a, este mapată pe T*' , Ta- Deci: simplexe principale afișate prin intermediul аІ pe simplexul principal dat ' і = | '"> 'Г > • • corespunde unu-la-unu cu simplexurile $ £ mapate prin intermediul lui " pe T Cometariu Notăm cu a maparea afină (nedegenerată) a simplexului închis Ts pe ^ generată de maparea a a vârfurilor lui Tp la Ts Deoarece sub o mapare afină nedegenerată £ a simplexului închis T" pe T" centrul de greutate al fiecărei fețe a lui Tp trece în centrul de greutate al imaginii sale sub maparea a, atunci pentru fiecare simplex principal avem de la * * Vom folosi această remarcă acum Fie simplecele T? £ ^ € Kc sunt conjugatele simplexelor respectiv T^ Să trecem la simplexele orientate /fi, /fi Lăsa Apoi l, Oa ^ Zi - Oai - W- Să demonstrăm că m] == C Pentru aceasta, remarcăm în primul rând că, în virtutea teoremei [ : ], capitolul , ( : ) unitate X ED == C (/^ X ^), unde prin indicele de intersecție al simplexelor înțelegem indicele de intersecție al planelor care poartă aceste simplexe și sunt orientate în același mod ca și ele *) În virtutea alegerii orientării avem ? tP = ^ = v> a a R" *) Prezentul acord este o abatere de la regula capitolului , art : , deoarece simplexele noastre nu sunt în poziție generală; deci acordul este valabil numai pe durata dovezii date Aleksandrov P S V-GRUPE DE COMPACTE ȘI LEGEA DUALITĂȚII [Cap XIV În afară de, (^Xf= Prin urmare, pentru partea stângă a egalității ( : ) avem ( ^ X%) \u d X H ') \u d -H X F în timp ce partea dreaptă a egalității ( : ) este Deci, într-adevăr, m] = C Prin urmare, coeficientul cu care intră în S^ ^ (sumarea tuturor principiilor este egală cu coeficientul cu care intră (sumare peste toate i") Dar acest ultim factor este egal cu [cf capitolul , formula ( : )] Astfel, am demonstrat: [ : ] Coeficientul cu care simplexul orientat principal dat al complexului KaX intră în ^ ^ este egal cu ; sau ( : ) = (sumare peste toate simplexele ^-dimensionale principale ale complexelor și, respectiv, Ca ) Să demonstrăm acum următoarea relație fundamentală, din care vom deriva mai târziu lema [ : ]: [ : ] Pentru orice circuit x? £ Lp avem identitatea ( : ) Dovada [ : ] Pentru orice simplex principal * complex avem, notând prin suportul simplexului în A*, iar prin simplexul conjugat la stea • f)=• f=(^ • f=f- Să punem pentru concizie: Tocmai am calculat: ( : ) pentru orice principal Pentru non-principal ^ £ de la sine definiția operatorului, avem ( '" > >GM este un arbitrar (/-dimensional simplex al complexului Ka ', dacă T^x este principalul § | Lema combinatorie simplex, atunci orientarea % a simplexului a fost deja aleasă; dacă este un simplex neprincipal, atunci îl notăm prin unele dintre orientările sale Notează prin Ъ-VI>'GK,>->ТМ-> = '■ '• toate simplexele principale sunt mapate, în virtutea lui S^J, pe (în acest caz, desigur, simplexurile diferite pot avea același simplex conjugat, astfel încât pentru j diferite simplexurile Tr nu sunt neapărat distincte unele de altele), PUSH Sg* , unde ^==± După cum este determinat de operator și pe baza ( : ) ( : ) (ED, • W j=l Luați în considerare două cazuri: ° Simplexul nu este principal Apoi, pe baza lui [ : ] din ( : ) avem KLLoa şi T?>TP Cometariu Dacă Tp -> ₽ /> -> ' diferit de zero, care, la rândul său, înseamnă și că ' CE TP = T^Ka\K l ЗР}? ?] are forma Simplex = unde S^=TP Notăm cu T" suportul simplexului în complex și mulțime a a ' Vârfurile simplexului sunt centrele de greutate ale simplexelor >$ vT$=T' - și, în consecință, se află în mulțimea convexă § ] LEMMA COMBINATORIALĂ prin urmare, simplexul închis £}GD se află și în întregime în mulțimea (^| T: (S: ) Wlâ* Rămâne să demonstrăm asta ( : ) TI^O^Tr: Notând prin T*i, = , , , q, suportul simplexului 'p"* în Ka (și amintindu-ne că T£ este suportul simplexului c), avem ( : ) Având în vedere normalitatea mapării, simplexul ΓΓ = este o față proprie sau improprie a simplexului T^; prin urmare şi în virtutea lui ( : ) avem ( : ) T" Tr, de unde rezultă că toate simplexele ( : ) se află în TR; în special, centrele de greutate ale simplexelor se află și în O[ț%] Tp T%E T”, T"-'£T”', ,TP£T“ a Păstrarea tuturor denumirilor art : , notăm prin acoperirea deschisă a sferei formată din stele deschise*) din complexul K* Qa=={ ", ,O"J După cum se știe, complexul Ka este nervul de acoperire a Fie, dintre toate ® , a, mulțimile O% ,O® și numai ele se intersectează cu F Punem ( : ) o" = FPO", / = , , , b a Mulțimile deschise o', , oa ale mulțimii compacte Φ formează o acoperire în u a acestei mulțimi compacte, pe care o notăm cu oa [ : ] Complexul KOa este nervul care acoperă a, atunci, evident, este înscris în a și, în consecință, este înscris în a care nu este cuprins în niciun element al acoperirii și cu atât mai mult în niciun element al acoperirii Astfel, nu este înscris în Am dovedit: [ : ] Pentru p>a, acoperirea urmează acoperirea wa : Spectrul K al compactului F Să atribuim fiecărui element al capacului a + un element bine definit = (O} + ) al capacului a care conține mulțimea dată gest O/+ Aceasta definește o anumită proiecție a capacului Qa+ în capacul Xa, precum și o anumită proiecție + a capacului a-|- punem DIN? c*® O — • oOR - qOȘ Oa ^- Op , OQa = ^Oa (),p— Oo,Ș - l" Astfel, pentru oricare două numere naturale a și p, p>a, avem singura proiecție a învelișului ^ în a și singura proiecție Soa a învelișului yp în wa, iar pentru Ț>P>a întotdeauna ( : ) = І Sj, S& = sS! S$ Proiecțiile acoperirilor corespund mapărilor simple ale nervilor acestor acoperiri cu același nume, adică proiecția complexului în CL și proiecția complexului Ko$ în KSa, iar mapările și Sga coincid În acest caz, identitățile ( : ) înseamnă că aceste proiecții îndeplinesc condiția ° art : ; condiția ° art : , de asemenea, împlinit, V-GRUPE DE COMPACTE ȘI LEGEA DUALITĂȚII [cap XIV deoarece mapările simple sunt generate de proiecțiile cu același nume ale acoperirilor în a, na Așa că urmează- activitatea complexelor {/ a, vârful e$ este vârful suport în CL punctului e$ Într-adevăr, prin definiția lui S* avem, în special, Oxffi cz OCL (Da^p); ceea ce înseamnă că există un vârf de sprijin Ta c Ka al punctului e^ Corolar [ : ] Pentru orice simplex există (intrinsecă sau improprie) față a suportului unui simplex în complexul CL Într-adevăr, dacă K', atunci suportul fiecărui vârf este o față a simplexului Ta, deci prin [ : ] imaginea fiecărui vârf al simplexului este un vârf al simplexului TL, ceea ce este dovedit de [ : ] § Alte propoziţii auxiliare : Transportabilitatea operatorilor Luați în considerare com- complexe La, și subcomplexele lor și KQ Proiecția complexului pe Ka generează o mapare homomorfă S a grupului LP(K^ în aceeași proiecție, considerată numai pe sub- în complexul KQaaiKa generează o mapare homomorfă Sop a grupului /(/ a ^)- Dar dacă T? £/Cop, atunci ( ? £ a • = (E α, aplicate grupurilor (/COa), generează o mapare a grupului (Φ) pe Δ^ - (Γ) Dovada formulei ( : ) Înlocuiți în formula ( : ) ( : ) sfi D\~ ~ Spa, Dț^Ez^ în Q₽ Dar, în cmy ( : ), în Ka\KOa, Dț- Sap VEz& ~ Dț- VE~S§ zpOa în Kt\K*w, astfel încât în partea stângă a formulei ( : ) Op SpVfi£oa poate fi înlocuită cu VES°*zPa, care dă ( : ) ^D^Ez^ la Qp„ V-GRUPE DE COMPACTE ȘI LEGEA A DUALITĂȚII [Cap XIV Dar conform formulei ( : ) din capitolul avem Dj-^ES^ = (- CHg * l \u d (- ) M * Nr Ez? a \u d (- ) "+ * D / X al grupului V^(Φ) în grupul D^-DG) generat de homomorfismele AZ)^ ale grupurilor Z^(θ a, ț > p, astfel încât (cf formula ( : ) din capitolul ] Pentru a demonstra lema, este suficient să demonstrăm că ( : ) ^D^-^D^z în !'• Asta se va face acum Din ( : ) rezultă pe baza propoziției [ : ] din capitolul d£>P°^a - c ng w \k; ) și, prin urmare ( : ) ^dyadaz V G § ] DOVADA LEGII DUALITĂȚII Dar din ( : ) obținem [înlocuirea y în ( : )] ~ în Q o clasă V arbitrară a spectrului K Să luăm un element arbitrar £Z^(/COa) din clasa V C?, notăm cu D/Zy> clasa D (Γ ) care conține ciclul s^D^ zPa Din lema [ : ] rezultă că Δ-clasa fî- nu depinde de alegerea cutare sau cutare z? )) în grupul M'?*” (D) : Maparea ΔΕ>^ este un izomorfism Lăsa VP(K ), dm^ = o Trebuie să dovedim asta ^== Deoarece prin presupunere D/M? = , pentru unii avem sa &D grupele C^(K ) şi Na(/ = Q E D CAPITOLUL cincisprezece ANGAJAMENTE LEGEA MICĂ A DUALITATII LUI ALEXANDER : Observații preliminare Domeniile coeficienților din acest capitol sunt întotdeauna inele cu element de identitate Toate construcţiile din acest capitol şi multe dintre construcţiile din capitolul următor se bazează pe complexul Kpn, respectiv Ks\, care a fost menţionat în repetate rânduri cu diverse ocazii, adică complexul K? la Г = /?п (respectiv T==SW) (vezi capitolul , art : , punctul , sau capitolul , art : ) În acest capitol și în următoarele capitole Φ denotă o mulțime închisă și mărginită a spațiului Rn Mai mult, vom considera întotdeauna orice lanț s al compactului Φ ca un lanț al spațiului Rn Cu alte cuvinte, în orice lanț r = compacta Prin t* înțelegem prin t* simplexele orientate (eventual degenerate) ale complexului Kvn definit de scheletele corespunzătoare ale mulțimii compacte Φ C Rn În special, acest lucru se aplică elementelor zrk ale ciclurilor adevărate zr = (zî, zr , ,zrk, ) ale mulțimii compacte Φ C Rn (Capitolul ) Conceptul de corp xr al lanțului xr, care este important pentru noi, este definit în capitolul , art : , nota (definiția repetată în capitolul , art : , nota ) Spunem despre două lanțuri x și y în spațiul Rn că se află în „poziție relativ generală” unul față de celălalt dacă pentru orice simplex \ al lanțului x și orice simplex Γ al lanțului y cel puțin una dintre următoarele două condiții este satisfăcută: a) închiderile convexe ale scheletelor și T nu se intersectează, b) simplexurile și T nu degenerează, iar vârfurile lor formează un sistem de puncte în poziție generală (vezi anexa , art : ) ) Pentru un număr natural dat n, notăm cu p și q numere întregi nenegative care însumează n § Indice de intersectie si coeficient de legatura unsprezece Indicele de intersecție a două lanțuri x& și uch ale spațiului Rn Lăsa xp= y*= M sunt două lanțuri ale spațiului Rn într-o poziție relativ generală Lor de angajamente Mica lege a dualității [cap XV indicele de intersecție {хр %yq) este definit după cum urmează: ( : ) = eu, unde (/f X (?) este indicele de intersecție a două simplexe orientate t? și (egal cu -|~ , - sau ) așa cum este definit în capitolul , art : Astfel, indicele de intersecția a două lanțuri este elementul dat inel de coeficienți Următoarea propoziție este adesea foarte utilă: [ : ] Fie xp și yv două lanțuri în spațiul Rn într-o poziție relativ generală Există un e > astfel încât oricare două lanțuri x'p și y'q, care decurg din xp și, respectiv, yq printr-o deplasare s, sunt de asemenea în poziție relativ generală și {x'p X yfq) = (xp X Într-adevăr, este suficient să cerem ca e să fie mai mic de jumătate din cel mai mic număr pozitiv, care este distanța închiderilor convexe ale oricăror două simplexe ale complexelor |x^| și Formule pentru calcule cu indici de intersecție Teorema [ : ] din capitolul implică ( : ) (xp X^)==(- )PQ(XX^) Următoarele formule, ( : ) și ( : ), decurg direct din definiția lui ( : ): [XP X (yî -I)] \u d (XP X yb + (x? X y%), [(* T "X yq] - (x? X yq) și- (x% X y,)> (axP X yq) - {xp X yq) = i {xp X Vq)- următoarea propoziție este importantă: Teorema [ : ] Fie n = n și lanțurile хП , ѵПі sunt în poziție relativ generală în Rn Apoi ( : ) (Z X */') = (- r (A^ XY')- Dovada Pe baza formulelor ( : ) și ( : ) și ( : ) este suficient în loc de ( : ) să se demonstreze o formulă similară pentru două simplexuri orientate: ( : ) (d* X D#) = (~ ) R (D#' X #)• Dacă închiderile simplexelor T" - | și ?* = || nu se intersectează, ambele părți ale acestei egalități sunt zero și, prin urmare, formula (£: ) este adevărată Fie În acest caz, intersecția planurilor de rezemare oasele acestor simplexe, datorită poziției generale asumate ( : ) ( : ) Foarte § și INDICE DE INTERCEPȚIE ȘI COEFICIENT DE ANGAJARE este o linie dreaptă, în timp ce intersecția acestor simplexe în sine, datorită limitării și convexității lor, este un segment (deschis) punctul celuilalt în care Fiecare dintre cele două puncte o și o se află la limita unuia dintre simplexurile Г" și Т*"* și este intern, pot exista două cazuri esențial diferite: ° Punctele oz și o se află la limita unuia dintre simplexurile TG și T"\ ° Oj se află la limita Tf , iar o se află la limita TI* Dovada in cazul ° (Desenul arată cazul n = n = ) Fie o să se afle și la limita lui TG *) În virtutea poziției generale, punctele o două feţe distincte Tfi şi simplexul Zf Se notează cu r" - fața comună a fețelor r și t - , iar cu ar și a vârfurile fețelor t " și, respectiv, tt , care nu îi aparțin Oricare ar fi orientarea feței t ~ , simplecele Naiba iar o sunt puncte interioare și se introduce D/Y cu semne opuse (datorită proprietății a doua a coeficienților de incidență, capitolul , art : ) Deoarece partea stângă a egalității ( : ) dispare, deoarece punctele și o , în virtutea poziției generale, trebuie să fie puncte interioare ale simplexului GI, afirmația ( : ) este echivalentă cu următoarea: ( : ) (^Г X = (^ X #)• Pentru a demonstra ( : ) alegem niște simplex (n - )-dimensional |/ | astfel încât segmentul (o ) să nu intersecteze planele |/ | și că vârfurile |/a| erau în poziție generală în Rn cu vârfurile simplexului TJ~ (Fig *) Această ipoteză nu este restrictivă, deoarece, în ciuda aparentei asimetrii a formulei ( : ) în raport cu lanțurile xn și yn*? este ușor de observat că de la ( : ) pe baza lui ( : ) urmează formula ( : ') (уПі X Д * " ) \u d (- ) "* X * Пѵ)> ANGAJAMENTE MICĂ LEGĂ A DUALITĂȚII [cap XV simplex |/ | este una dintre feţele simplexului Γ£®) Noi vom avea (^r X "*) = (іііГХо^- )) • (^(о^)) • (/?”( ^~~ ° ~~'Y Dar (o o ^- /^~ )(o /^- o ^- ) = ( ~ Ifi, de unde urmează ( : ) Teorema a fost demonstrată : Corolare din teorema [ : J Generalizarea condițiilor în care este definit indicele de intersecție Teorema [ : ] Fie date în Rn un ciclu zp și un lanț x și x'% sunt în condițiile teoremei [ : ], deci (z'p X xf(î) = (^x'pl X x' ciclul z° - y° este normal și s-a dovedit că [(D—?°)X D]= - Pe baza formulelor ( : ) și ( : ), rezultă că ^X^) = Cazul p = n care nu a fost analizat nu necesită dovezi speciale, deoarece în acest caz # = și, datorită simetriei § ] indice de intersecție th Coeficient de legătură afirmația noastră despre și zQ, teorema este de asemenea adevărată în acest caz Teorema [ : ] ne permite să generalizăm semnificativ condițiile în care este definit indicele de intersecție a două lanțuri: și anume, să determinăm, pentru p Q = n, indicele de intersecție pentru oricare două lanțuri xp și x(i ale spațiului) Rn satisface condiția ( : ) 'xp L Dxa = , Kxp P x atât de mic încât Ze este mai mic decât p(x^, Ax«), p(A%P, xx) și mai mic decât cea mai mică dintre distanțe dintre oricare două vârfuri diferite ale oricăruia dintre lanțurile xp , X% Să supunem vârfurile lanțului xp unui s-shift S' astfel încât lanțul x'p rezultat din xp ca rezultat al acestei deplasări să fie într-o poziție relativ generală cu lanțul Indicele de intersecție (x'p X xq) este definit și se stabilește ( : J (xp XX x (xp X *' = (x'p X xfq) prin urmare, (xp X x'q) = (x'p X xq), Q E D Asa de: [ : ] Dacă niciunul dintre lanțurile xp și xx nu se intersectează cu granița celuilalt, atunci indicele de intersecție (xp X xq) poate fi determinat prin oricare dintre formule (xp X xq) == (x'p X xQ\ IXP X xq) = (xP X x'q\ ( : ) (xp X xq) = (*p X x'q\ unde x'p și x'x- provin din xp și x? printr-o schimbare arbitrară suficient de mică, supusă unei singure condiții suplimentare, astfel încât lanțurile din fiecare paranteză de formule ( : ) să fie într-o poziție relativ generală Cometariu Formulele [ : ]-[ : ] sunt în mod evident adevărate în ipotezele noastre mai generale prezente paisprezece coeficient de angajare Fie - două care nu se intersectează cicluri penitente, iar p -\-q~n și P în cazul p = este un ciclu normal Să alegem un lanț xp+ mărginit de ciclul rp: ^xp+ = zp § ] INDICE DE INTERCEPȚIE ȘI COEFICIENT DE ANGAJARE Condiția ( : ) este îndeplinită, deci indicele de intersecție (XP+ ) este definit [ : ] Valoarea (xp+ X nu depinde de alegerea specială a lanțului x?* : pentru orice două lanțuri x*+ și x'/+ care îndeplinesc condiția AxP+* = zp, Ax^+ = zp , ( : ) Într-adevăr, X'P* - x^p^ este un ciclu; prin urmare, pe baza [ : ] [(xp+x - x'p* ) X ^~' ] = - De aici, pe baza formulei ( : ), urmează afirmația noastră Definiție [ : ] Fie z**- și ΔxP+ = rP cicluri cu corpuri care nu se intersectează Indicele de intersecție (xP ' Xr^" ) (care nu depinde de alegerea specială a lanțului xP+ mărginit de ciclul rp se numește coeficientul de legătură al ciclului zp cu ciclul z^- (în dat orientat /?n) și este notat cu b(r^, r^- ); este un element al regiunii coeficienților Să demonstrăm următoarea formulă remarcabilă și importantă: ( : ) *) b (gr r*- ) = ± b (r^- , gr, mai precis: ( : )*) b(zP, z£-i) = (- gr Dovada Alegem lanțurile xp+r și y(i) într-o poziție relativ generală și astfel încât Dxp+ = &yq = r"- Pe baza ( : ) și ( : ) obținem b(r?, r^- ) = (XP+ X kuv) = (- )p+* (Axp^ X Ya^ - = ( )p+* (- )p"( ^X = (- )^+p+ gr, Q E D Din ceea ce tocmai s-a dovedit: Dacă b(rP, r^-^^ , atunci b(r®-^ r ^ , caz în care ciclurile zP și r^- sunt numite o legătură între ele și altele Cele mai simple exemple de legături sunt prezentate în Fig și , unde r* = A/*, r|= D/| și b(r}, r*) este egal cu zero în desenul și este egal cu în desenul - *) Se presupune, desigur, că ambele părți ale acestor egalități sunt definite, adică, că în cazul p = ciclul zj este normal, iar în cazul q ~ ciclul z® este normal ANGAJAMENTE MICĂ LEGĂ A DUALITĂȚII [cap XV La naiba avem z = b(r^, z°) = Iadul , , , liniile curbe trebuie înțelese ca linii întrerupte orientate corespunzător, cu legături suficient de mici Coeficienții de legătură sunt, respectiv, egali cu , , , Se recomandă cititorului în toate cazurile să verifice validitatea formulelor ( : ) și ( : ) prin construirea lanțurilor corespunzătoare x și x , limitate de cicluri și zț Dacă inelul l = J , atunci iadul b ( ) \u d ° - : Formule pentru calcule cu coeficienți de legătură În acest articol presupunem că în cazul p = ciclurile z® și r £ sunt normale; ciclurile z(i~ , z^ (în cazul p = n - ) pot să nu fie normale Din definirea coeficienților de angajare și din formulele ( : ) și ( : ), urmează următoarele formule: ( : ) ( : ) i> [(гР ± zP ), = la (г^, г^ ) b (г₽ , zț- ), bl^, (zțȚ ± ^Г') ] = b (zp , zp~') zt b (zp , zp~') b (azP, zv- ) = i)(zP, azP- ) = ab (zp, zp- ) Naiba Apoi există următoarele importante Teorema [ : ] Dacă Rn'\z%~~ , atunci z%~b) = bz?) = Într-adevăr, dacă zP ~ în Rn\^z^ atunci există un lanț xP+ ciRn\z(ț- astfel încât Axp+ ==z^, și (x/?+ X r?“ ) = Observație Presupunând pe o linie plată zȘ ~ (x° - p°) (Y " § ] INDICE DE INTERCEPȚIE ȘI COEFICIENT DE ANGAJARE unde w°, v° sunt puncte luate cu factorul și situate în regiunea exterioară lemniscatei zrv, avem b(r*, r°) = Mai mult, ciclul Naiba este legată de fiecare dintre ciclurile normale x°-u°, y°-v° și în ^ în # \rі Astfel, Teorema [ : ] nu poate fi inversată în cazul general În spațiul tridimensional, asemănător Naiba Obținem un nou exemplu prin înlocuirea perechilor de puncte x° - u , y - u cu cercuri Cititorul este sfătuit să se refere la aceste exemple atunci când citește ultimul articol din acest capitol Observația Pe baza teoremei [ : ] din Fig se vede că trăsăturile strâmbe nu sunt legate la = J În mod similar, se poate verifica dacă liniile curbe nu sunt legate pentru l = J , înscriind în r * foaia Möbius care nu se intersectează cu (limita lui mod , ca în sens geometric vizual, este |r*[) W În teorema [ : ], împreună cu /F' Chk inel de coeficienți , conform căruia Romilor li se dau cicluri r? și luați în considerare- g / I / Exista si niste inel l'z) l Atunci \ \ \ -y are o propoziție: \ \ [ : '] Dacă ciclul r? omolog cu zero \ La în Rn\z^r de-a lungul inelului coeficient ' atunci l>(^) = ' La naiba Această propoziție decurge direct din [ : ], dacă luăm în considerare ciclurile r? și ca cicluri pe aria coeficienților ’ și amintiți-vă că elementul zero din ambele inele și ’ este același Cel mai important caz particular este, ca întotdeauna, cazul l = J, '= : ANGAJAZĂ MICĂ LEGĂ A DUALITĂȚII [cap XV [ : ] Dacă zp și cicluri întregi și zP^-Hp ( ?n\r?“ ) sau dacă zț- £ (Rn\zP\ atunci b(^ ,r|~ ) = Din aceasta rezultă: [ : ] Dacă peste corpul numerelor raţionale (R, apoi b(z^, r^- ) = b(r^ , r^- ) : Cazul zp ^ Z ^ K^, r*? Întreaga teorie anterioară rămâne, desigur, în vigoare dacă Rn este înlocuit în ea cu Sn: este suficient să considerăm Sn ca spațiul Rn cu un punct la infinit atașat; ar fi posibil de la bun început să se construiască întreaga teorie pentru Sn, argumentând în termeni de geometrie sferică*) Acum să fie K o triangulație a sferei SP; notăm cu Kr și respectiv / (zP z^~l) Să revenim la notația capitolului Notăm prin orientările simplexelor n-dimensionale Tn(^K, care sunt aceleași cu orientarea aleasă K\; și orientate astfel încât, în sensul capitolului , articolul ) : , avem GfX^*|) = Din această definiție, în special, rezultă că este centrul de greutate al simplexului luat cu coeficientul -J- Lanțurile și sunt în condițiile ( : ), deci indicele de intersecție al acestor lanțuri este definit și în sensul [ : ], indicele de intersecție t? și definită în acest sens, notăm până la sfârșitul secțiunii cu (îp ® t*$) și demonstrăm lema: ( : ) #®^) = (^X**£) *) În acest caz, însă, este necesar să se limiteze doar normalul cicluri zero-dimensionale, § ] LEGAREA CICLURILOR ADEVAATE Deoarece corpurile W și t*% nu se intersectează pentru φφ și (/? X t), este suficient să demonstrăm ( : ) (/f ®/*p= Formula ( : ), după cum este ușor de văzut, este adevărată pentru # = , p = u Presupunem că a fost demonstrat pentru un q dat și dovediți-l pentru q-|- Să presupunem, cu alte cuvinte, că egalitatea (tP ® t*j) = si dovedeste asta (^ ® Z*j+ ) = l Pentru a face acest lucru, luați | # | GBP; apoi (#>: și după formula ( : ) capitolul := ( i)p Aplicând formula ( : ) din acest capitol, obținem = (- ? (^ : /p ) (W: ^ ) = - (- ) ^ (~ x: * GH): tPr ^ ^® Ф \u d ' Q E D Acum notăm cu xp+ = x orice lanț al complexului K mărginit de ciclul zp Lăsa £ M- (/C*) Apoi (prin definiție [ : ] capitolul ) b(z*>, r*?- ) = (xp+i X z* astfel încât ciclul zq~r este ciclul mulţimii deschise ΓΓ = /?u\ (Φ, ε) On pe de altă parte, din definiția unui ciclu adevărat rezultă că pentru k suficient de mare toate ciclurile multimii deschise (Φ, r) și sunt omoloage între ele în această mulțime deschisă Din aceasta, pe baza [ : ], la rândul său, rezultă că pentru toate suficient de mari & coeficientul de legătură b(r^, are aceeași valoare, care se numește coeficientul de legătură b(zp, r^- ) al ciclului adevărat ip a multimii compacte Ф si ciclul multimii deschise Г = /?П\Ф ( : ) V(z^, r"" ) = b(r^ , r^ ) pentru k suficient de mare Fie acum Φ și Φ' două mulțimi închise disjunse în Rn Să luăm s> astfel încât vecinătățile (Ф, е) și О (Ф', е) să nu se intersecteze Lăsa zp = (zp zp ,zP ) și ZQ-i = (r?- , zq~\ ) sunt două cicluri adevărate, respectiv, de mulțimi compacte Ф și Ф' Pentru toate k suficient de mari, ciclurile se află în O(O, e) și sunt omoloage între ele acolo, iar ciclurile se află în O(O', r) și sunt, de asemenea, omoloage între ele acolo, prin urmare, pentru toate k mare, coeficientul de legătură ) (r ^, r^ ) ia aceeași valoare, care se numește coeficient de legătură!)(z^, z^- ) al ciclurilor adevărate zp și z^- Observație Evident, b (zp, z^ ) = !) (^, z?~!) pentru toate i și j suficient de mari Din aceste definiții rezultă fără dificultate că formulele ( : ) și ( : ) sunt valabile atât pentru coeficienții de legătură ai ciclurilor adevărate ale compactului Φ cu cicluri ale mulțimii deschise Γ = /?P\Φ, cât și pentru coeficienții de legătură ai ciclurilor adevărate care se află, respectiv, pe mulțimi compacte disjunse Φ și Φ' Mai departe, [ : ] Dacă în G sau zp ~ în Ф, atunci V (gr, zq - ) = , § ] LEGAREA CICLURILOR ADEVAATE În același mod, pentru două cicluri adevărate zp și z^- , care aparțin, respectiv, mulțimilor compacte disjunse Φ și Φ', avem b(z^, z^" ) = dacă cel puțin una dintre condițiile zp ~ în Φ, z^- ~ în Φ' este îndeplinită Asta implică: [ : ] Fie zP și z? sunt cicluri adevărate ale compactului Φ care sunt omoloage între ele în Φ, iar z^- este un ciclu adevărat în Φ'c:/?P\Φ Apoi b(Zb z^- ) = b(zs, z^ ) Definiție [ : ] Sisteme de cicluri ( : ) z{, zj în Ф ( : ) în D se spune că sunt legate dacă ^) = \r i, ; = i, ,s Aici ( : ) sunt ciclurile adevărate ale compactului Φ, în timp ce prin ( : ) se pot înțelege atât ciclurile mulțimii deschise Γ = KP\Φ cât și ciclurile adevărate ale unor compact Φ' cu Γ Teorema [ : ] Dacă sistemele ( : ) și ( : ) sunt legate, atunci ciclurile ( : ) sunt independente omologic în F, iar ciclurile ( * ); în G Dovezile ambelor afirmații sunt exact aceleași Să fie, de exemplu, ^OvF Apoi, în virtutea [ : ], avem pentru orice h = , , , s Dar i astfel încât pentru orice h — , , , s ch ~ care trebuia dovedit : Teorema de deformare pentru cicluri continue [ : ] Fie zp şi zg~ două cicluri continue în Rn date de reprezentările lor parametrice*)' = Continuare, ) și patru ♦) Capitolul , art : ANGAJAMENTE MICĂ LEGĂ A DUALITĂȚII [cap XV Să fie date deformații și dintre aceste reprezentări parametrice, iar pentru fiecare valoare a lui există mulțimi compacte disjunse Фѳ și în Rn, care sunt respectiv suporturi ale ciclurilor continue zj și apoi b(zo > zo~ ) == b(zi > Dovada Pentru un formând o bază (J, ) în KQ Repetând argumentele tocmai expuse, dar referindu-ne la final la Teorema [ : ] din Capitolul (în loc de Teorema [ : ]), obținem sistemul ( : ) legat de ( : ) constând din cicluri întregi Asa de: [ : ] Fie ciclurile întregi ( ; ) să formeze o bază (J, ) în complexul KQ Apoi, există un sistem de cicluri întregi ( : ) legate de ( : ) Vom reveni asupra acestei propuneri în art : Lema [ : ] Lasă ciclurile ( : ) r?- , £ Zî (r, ) sunt omologic independente unul de celălalt în G Există un sistem de cicluri legate de sistem ( : ) ( : ) r* r?e^(K , ), omologic independente între ei în Kq Dovada lemei [ : ] Pentru unele s > , toate ciclurile ( : ) se află în poliedrul r= m\Fe, iar acolo, cu atât mai mult, sunt independente omologic Prin urmare, după lema anterioară, există cicluri 'r'r G! , ,z în n\ \cΦ£ satisfacând condiţia b(r?, r/- ) \u d sry Inlocuind ciclurile ziP cu subdiviziunile lor suficient de mici, dupa schimbarea canonica obtinem ciclurile de care avem nevoie L ur Q E D Lasă acum ( : ) , , , § ] LEGEA MICII DUALITATII A LUI ALEXANDRU este sistemul maximal de cicluri omologic independente ale complexului Kq Apoi -*i( , С za-i (Г, >М) Ciclurile ( : ) sunt independente omologic în Γ Să demonstrăm că ele formează un sistem maximal de cicluri omologic independente în Γ Într-adevăr, dacă ar exista un ciclu (Г, ? ) astfel încât r?' , q-\ au fost independenți omologic în Γ, apoi după lema [ : ] în / % ) a unei mulțimi deschise Γ (a complexului Ko) legată de aceasta Dovada Știm (teoremele [ : ] și [ : ]) că la orice bază p-dimensională (J, ) ( : ) g?, , complex, putem construi un sistem maxim de cicluri întregi legate de acesta ( : ) Să demonstrăm că sistemul ( : ) este o bază (J, ) pentru Γ Să demonstrăm, cu alte cuvinte, că pentru orice ciclu întreg (q - )-dimensional se poate găsi o combinație liniară de catch ( : ) cu coeficienți întregi astfel încât În primul rând, datorită maximalității sistemului ( : ), avem unde Cj sunt numere raționale în care » (^, ^ - ')= ( > Г) " § ] LEGEA MICII DUALITATII A LUI ALEXANDRU Deoarece r^” ) este un număr întreg, atunci toți coeficienții ci sunt numere întregi; de aceea g ” — i există un ciclu întreg; deoarece este omoloagă cu zero în domeniul coeficienților О, este cuprinsă în (Г), ceea ce a demonstrat că că ciclurile ( : ) formează baza (J, ) a mulțimii Γ Cometariu Aceasta, în special, demonstrează că bazele (J, ) ale mulțimii deschise Γ există pentru orice dimensiune r Acum să fie sistemul ( : ) o bază (J, E ) a mulțimii Γ Luați o bază (J, ) ( : ) din /Co și construiți o bază (J, ) legată de aceasta ( : ) și?" , - "®- seturile Γ Deoarece ( : ) și ( : ) sunt bazele (J, ) ale mulțimii Γ, atunci la ik \ h în plus, matricele întregi A = (ahk) și = (Z>^) sunt reciproc inverse și, prin urmare, unimodulare Acum căutăm combinații liniare întregi cicluri zp astfel încât Pentru a face acest lucru, rezolvăm sistemul de ecuații pentru necunoscute b( ^rPr zh~') == A= , , , ir"(K ) = n"-CH) Dar Zl~l r £аЫіи'іг • la Prin urmare, ecuațiile noastre sunt rescrise ca b \u d ^> k kj sau, deoarece b este sub forma === Deoarece det(a^) = ±il, acest sistem se rezolvă în numere întregi și, în plus, unic de angajamente Mica lege a dualității [cap xv Ciclurile întregi rezultate și V formează un sistem maximal de cicluri integrale ale complexului Ko* care sunt omologic independente unul de celălalt Argumente complet similare cu cele de la care am pornit demonstrația prezentei teoreme arată că ciclurile uP formează ( ) , R?)-bază a complexului, care urma să fie dovedită : Pseudovariete închise (n - )-dimensionale în " pentru n Teorema Jordan-Brauer n - și îl = Jm) derivăm: [ : ] Pentru orice poliedru curbat Φ situat în Sn, avem Fie, în special, Φ o pseudovarietate (n - )-dimensională Atunci 'r"- (Φ) = , ceea ce înseamnă că, prin ceea ce tocmai s-a dovedit, u = Și aceasta înseamnă că Φ este orientabil Deoarece іr°(Γ) = , atunci G are două componente Asa de: [ : ] Orice pseudovarietă închisă (n - V)-dimensională situată în Snf este orientabilă și împărțiește spațiul Sn în două domenii Demonstrăm acum că pentru orice mulţime închisă Φ' cz Φ mulţimea deschisă Γ' = /?P\Φ' este conexă Pentru a face acest lucru, este suficient să demonstrăm că oricare două puncte px și p ale mulțimii Γ' sunt conținute într-o submulțime conexă a acestei mulțimi Pentru a demonstra ultima afirmație, luăm o triangulație curbă atât de fină K a pseudovarietății Φ încât subcomplexul K al complexului K, care constă din toate simplexele K și fețele lor care se intersectează cu P', este un subcomplex propriu al complexului K , al cărui corp K nu conține niciunul dintre punctele date pr și p Atunci bn-\K^) = , prin urmare, în virtutea lui ( * ), multimea deschisă ro = /?n\koSrz este conectată Deoarece Ga conține ambele puncte, totul este demonstrat Din ceea ce s-a dovedit rezultă (vezi capitolul , art : ): [ : ] Teorema Jordan-Brauer Orice pseudo-varietate închisă n-dimensională situată în Sn este orientabilă, împarte spațiul Sn în două domenii și este o limită comună a acestor domenii Acest rezultat rămâne în mod evident în vigoare atunci când Sn este înlocuit cu Rn; este suficient să proiectăm Sn pe Rn stereografic dintr-un punct care nu aparține pseudovariei date Φ Să luăm în considerare mai îndeaproape cazul unei pseudovariete Φ închise (n - )-dimensionale aflată în Rn Cea dintre cele două componente ale mulțimii deschise Г - /?П\Ф, care este mărginită, se numește intern față de Ф și se notează cu Go, iar componenta nemărginită § ] LEGEA MICII DUALITATII A LUI ALEXANDRU Nenta Γ se numește extern față de Φ și este notat cu Goo Fie o orientare a pseudovariei F Dacă o' > Geo, atunci = Într-adevăr, deoarece pentru orice Pentru două puncte o', o" ale regiunii Goo avem o' ~ o" în Goo, atunci V(rn-X, f) ia aceeaşi valoare pentru toate o' £ Goo Pentru a verifica dacă această valoare este egală cu zero , este suficient să luăm o' în afara unui cub Qn care conţine Φ în interiorul său: apoi zn~ ^ în Qn şi, în consecinţă, pentru o' £ Rn\Qn = Pentru a determina o), unde o e Γ, observăm, în primul rând, că, pe baza teoremei [ : ], există un ciclu integral zero-dimensional r° = “b Oi £ r , og £ Goo satisface condiția Kg " , • g °) \u d - Deoarece Tr *- , o') — și ^ao{ ~ unde este ceva punctul setului Du-te, atunci = , unde a = La fel de = ab(^nx,o) iar a este un număr întreg, atunci b( n-X, o) = ± Astfel, pentru toate punctele o £ coeficientul de legătură \>(zn- , o) ia aceeași valoare, egală cu sau - Observație Să demonstrăm ultima aserțiune fără a folosi teorema [ : ], ci bazându-ne doar pe [ : ] În virtutea [ : ], există un ciclu zero-dimensional r° peste câmpul coeficienților , pentru care în Γ, și deoarece în Г, apoi cu φ și, în consecință, b (zp > zQ- ) - cu b (zp, r^" ) = cu φ Asa de: [ : ] Fie Φ o pseudovarietate p-dimensională orientabilă închisă în Rn, și fie z^- un ciclu (q - )-dimensional în Γ = /?Π\Φ; un ciclu r*- este omolog cu zero în Γ dacă și numai dacă nu este legat de pseudo-varietatea Φ (adică, când orientarea zp a pseudo-varietății Φ are ^(zp, n sa dovedit a fi extrem de dificilă; până acum a fost rezolvată doar în cazuri particulare prin investigații profunde și dificile ale lui Hopf**), L S Pontryagin *♦*), etc Lucrarea lui Hopf privind mapările dintr-o sferă tridimensională într-una bidimensională este o introducere excelentă la acest capitol interesant și dificil de topologie În strânsă legătură cu lucrările lui Hopf privind teoria mapărilor continue sunt, pe de o parte, lucrările lui Freudenthal'n [Compositio Math v ( ) pp ( - )] și Brushlinsky [Matematică Ann , ( )], pe de altă parte, cercetările foarte remarcabile ale lui Gurevich (Witold Hurewez) asupra grupurilor de homotopie [Proceedings, Academie van Wetenschappen, Amsterdam, v ( ) și v ( )] Studiul acestor lucrări ar trebui să fie precedat de o cunoaștere a conceptului de grup fundamental, care poate fi cules, de exemplu, din cartea lui Seifert-Threllfall „Topologie”, capitolele și (tot din capitolul din lucrarea lui L S Pontryagin) cartea „Grupuri continue” sau din deja citatul memoriu al lui Hopf din Math Ann , ) Recent, teoria omologiilor V a fost aplicată cu mare succes la teoria mapărilor continue; vezi, de exemplu, ultimul (al optulea) capitol al cărții recent publicate Hurewez-Wallman „Dimensîon Theory”, Princeton, , precum și lucrarea lui L S Pontryagin în volumul al Colecției de matematică „Clasificarea cartărilor complexului tedimensional” în sfera mensională în două d” în care trece de la clasificarea mapărilor unei sfere tridimensionale într-o sferă bidimensională la o problemă similară pentru mapările unui poliedru tridimensional într-o sferă bidimensională În această lucrare, L S Pontryagin, se poate găsi literatură suplimentară despre această gamă de probleme Extrem de important în aplicațiile sale la analiză, dar încă abia născut în domeniul topologiei, este studiul mapărilor continue ale spațiilor infinit dimensionale, în special, spațiile funcționale Dintre lucrările conexe, remarcăm pe Leray-Schauder „Topologie et equations fonctionnelles” Annales Scientifiques de l'Ecole Normale sup£rieure, şi pe E Rothe „Zur Theorie der topologischen Ordnung und der Vektorfelder in Banachschen Răumen”, Compositio Mathematica voi ( ), pp - În sfârșit, trebuie remarcată o monografie foarte interesantă a lui J Leray, Topologie algebrique, Paris, (publicată parțial și în Journal de Math , nr și , ), care este dedicată în principal legilor dualității și mapări continue *) Hopf a rezolvat și problema clasificării mapărilor continue ale unui poliedru n-dimensional într-o sferă n-dimensională; vezi Aleksandrov in-Hopf, Topologie, capitolul În prezent, a fost rezolvată și o problemă mult mai generală de clasificare a mapărilor continue ale unui set compact n-dimensional pe o sferă n-dimensională O bună discuție despre aceste probleme poate fi găsită în Hurewez-Wallman, Dimension Theory, cap VIII, care în general poate fi foarte recomandat În cele din urmă, problema clasificării mapărilor oricărui spațiu normal n-dimensional pe o sferă n-dimensională este rezolvată în principal prin aceleași metode (vezi monografia mea „Legile dualității și teoria dimensiunii”, care va apărea într-o serie de monografii publicate de Institutul de Matematică al Academiei de Științe) **) Hopf, Fond Matematică , , pp - **♦) Pontryagin, Mat Colecția ( ): , , p Ș - , CAPITOLUL ȘAISISE TEORIA BRAUER A HARTĂRILOR CONTINUE ÎN Rn ȘI ÎN Sn \ În acest capitol *) sunt date teoreme clasice elementare privind mapările continue, descoperite în principal de Brouwer, precum și rezultate mai noi direct adiacente acestora; cea mai importantă dintre acestea este clasificarea lui Hopf a mapărilor continue de la o n-sferă la alta Dovezile date aici se datorează lui Hopf; ele au apărut din metodele lui Bower și reprezintă dezvoltarea și consolidarea lor ulterioară Baza prezentării este conceptul gradului de cartografiere (Capitolul , art : și Capitolul , § ), precum și aplicarea sistematică a unui caz particular și deosebit de clar din punct de vedere geometric al legăturii a două ciclurile zr, zs ale spațiului Rn **), și anume cazul când r = și zr este un punct o e Rn luat cu coeficientul , iar zs este un ciclu (n - )-dimensional al cărui suport nu conține punctul o Prin o „mapping” a unui set de puncte, atât în acest capitol, cât și în următorul capitol, înțelegem întotdeauna o mapare continuă § Ordinea unui punct în raport cu un ciclu (u - )-dimensional în Rn : caz combinatoriu Astfel, luăm în considerare coeficientul de legătură b(rn-X, o), unde o este punctul lui (orientat) Rn luat cu coeficientul , iar zn este un astfel de ciclu (n- )-dimensional încât o zn-x (în cazul n = se presupune de asemenea ca ciclul zn~r este normal) Acest coeficient de angajare se numește „ordine- com a punctului o în raport cu ciclul Aici, dacă o' este un punct situat în afara unei mingi En, care conţine în interiorul său întregul corp zn~x al lanţului ***) z " atunci, punând zQ = o - o', avem Evident, ( : ) o) = b(rn- , z°) În cele ce urmează, ne va fi convenabil să presupunem că punctul o' este ales cu condiţia următoare: segmentul oo' este în poziţie generală cu complexul (adică se intersectează numai cu simplexe (n - )-dimensionale și, în plus, nedegenerate ale acestui complex) ♦) Fiind o revizuire a Ch cărți: Alexanderoff-Khepf, Topologie,! **) Vezi observații preliminare la începutul capitolului ; se bazează pe denumirile adoptate în acest capitol ** Cap art : ; paragrafele , din capitolul se presupune a fi cap în picioare cunoscut § ] ORDINUL UNUI PUNCT RELATIV LA (n - )-CICLU DIMENSIONAL Ordinea punctului o în raport cu ciclul zw-x, adică o), poate fi poate fi interpretat în două moduri: Prima interpretare: ( : ) o) = (xwXo), unde xn este un lanț arbitrar mărginit de ciclul z - și în poziție generală cu punctul o (ultima condiție din acest capitol înseamnă că simplexele n-dimensionale ale complexului \xn\ nu degenerează și ele singure dintre toate simplexurile |xn| pot conţine punctul despre) Dacă xn = ^c^ și o£|/"|, atunci = (a se vedea capitolul , art : ) Dacă din toate simplexele |^|£|xn| punctul o este cuprins în \t™\, \t*\ și numai în ele, atunci ( : ) b(rn~\ o) = ^(W sau, dacă coeficienții Cț din lanțul xn de simplexe /p, pentru care și WRn~ - , se notează cu o simplexe pentru care t^Rn=z- , se notează cu ot, atunci ( : ') b(r"-\o)== c mărginite respectiv de cicluri sunt alese în poziţie generală până la punctul o; atunci pentru toți k suficient de mari indicele de intersecție X o) ia aceeași valoare egală cu b(zn ' , o) A doua interpretare Dacă k este suficient de mare, atunci o) = [(o, o) X OBSERVAȚIA Dacă zn-x ~ în Φ, atunci pentru toate o e Γ avem b(zn , o) = Din aceasta rezultă: dacă în Φ, atunci pentru dintre toate o e Γ avem b(zn , o) ~ b(z'n-x, o) Observația Fie Tn un simplex n-dimensional care conține punctul o și fie tn o orientare a lui Tіr Atunci b(A/P, o) = z±: , de unde rezultă că ?p\o : Teoremele lui Poincaré-Bohl și Rouche Un caz special al Observației este: [ ] Dacă hărțile continue Co și C\ ale compactului Φ în mulțimea Rn\p sunt homotopice între ele în Rn\o și r"- este un ciclu adevărat al compactului Φ, atunci b(C zn~x, o) = b(C]zn~ , aproximativ) Într-adevăr, dacă mapările Co și sunt homotopice în /?n\o, atunci ele sunt, de asemenea, homotopice într-o mulțime compactă Φ°c=/?n\o vecinătate a punctului o) Prin urmare, Con-X ~ ~ CjZ™- în Φ c/?n\o și, prin urmare, b^z"- , o) = b(C zn , o) Condițiile prealabile ale teoremei [ : ], în special, sunt îndeplinite dacă, pentru orice punct p e Φ, segmentul C (p)(p) se află în /?n\o (este suficient definiți Cs(p) ca un punct care împarte segmentul C (p)C\(p) în raport cu s:( - ) pentru a obține o deformare a lui Cs, O^b^I, care mapează Co la Cj ) Cazul special al teoremei [ : ] obținută în acest fel este cunoscut sub numele de teorema Poincaré-Bohl Obținem un caz și mai particular al teoremei [ : ] dacă solicităm ca mapările Co și C să difere suficient de puțin unele de altele, și anume că p(C (p), (p)) , o) = , contrar presupunerilor noastre În cele mai multe aplicații ale acestei teoreme, zrf - este un ciclu de triangulație /Co omolog cu zero în Q E D § Mapări topologice : Teorema [ : ] Fie Tn un simplex n-dimensional, p e Tn și C o hartă topologică a lui Tn în Rn astfel încât Cp = o Fie tn o oarecare orientare Tn Apoi (o, Z™, C) = zt Alexandrov II DIN Teoria mapărilor continue a lui Brauer [cap xvi Dovada Fie S™- granița simplexului Tn Deoarece Ф = С П~ este o pseudovarietate (n - ) dimensională închisă, iar CMn este una dintre orientările lui CS™- , atunci, pe baza teoremei [ : ] din capitolul , pentru toate punctele o ' din una dintre cele două componente, în care CS* " despărtează Rn, avem b(SD/P, o') = ± Prin teorema [ : ] trebuie să existe un punct pr £tnf pentru care Cp' — o' Deoarece C este unu-la-unu, , acest punct va fi în tn - adică va fi un punct al simplexului Tn De aici (o, /n C) \u d b (SD / *, o) \u d V (SD ^, o') \u d ± , Q E D Următoarea propoziție întărește teorema [ : ] Teorema [ : ] Fie Γ un domeniu într-un spațiu euclidian orientat n-dimensional Rn; fie C o mapare topologică a domeniului Γ într-un spațiu euclidian n-dimensional orientat R'n Fie t™ și t™ simplexe arbitrare care satisfac condiția sg, orientate în același mod ca Rn Fie £ C|/?|, o ^ C|^| Apoi (Op Z ™ , C) \u d ( , Q \u d Z ± Z Dovada Luați în considerare mai întâi cazul \i™\ A |/™|-= £ , luând un simplex orientat în același mod ca Rn și situat împreună cu limita sa în |Z*| p \t™\, iar punctul o £ |; încheia la fel ca în dovada [ : ] că (op/” Q = (o, Z” С) Dar T (o, C) \u d h (o, Z-, C) - y (o, C) \u d (o , C), astfel încât în acest caz particular se demonstrează teorema Deoarece oricare două simplexe |Z™| și \t™\ aflat în Γ poate fi conectat printr-un lanț de simplexuri u-dimensionale care se intersectează succesiv situat în Γ, atunci teorema este valabilă și în cazul general Dacă pentru orice alegere de /psG, C\tn\ avem ț(o, tn, С) = -{- , atunci spunem că maparea topologică C a domeniului Γ în spațiul Rn are gradul ; în caz contrar (adică, când avem ( , C\ c) = - pentru toate /n, o e C|^ '), spunem că maparea topologică C a domeniului Γ are gradul - § Hartă fonologică eu ^ : Teoreme de invarianță „Teorema [ : ] (Invarianța ordinului " ) Fie ax un punct în spațiu zx - adevărat (n - ciclu humeric în R^\ov Fie t™ un simplex n-dimensional al spațiului RȚ care conține atât z, cât și zx, C maparea topologică a simplexului t* în spațiul n-dimensional R™ și m = gradul acest afișaj Apoi b(Czx, Cox) = mb(zx, ox) Dovada Să existe un „simplex dimensional al spațiului R™ care conține punctul o^^Co^ Fie simplexurile t™ și Tț să fie orientate în același mod ca spațiile R™ și R care le susțin” Se notează Czx cu z Conform teoremei [ : ], ( : ) Zj-b(zn cj D^ v "\op ( : ) z - te (z , o ) A/e în /?\o Prin definiția gradului m, avem b(SD^, o )=m, prin urmare, prin teoremă [ : ] ( : ) SD/£ - mD^ în - Deoarece C(/™\ox) c/?^\o , atunci, în virtutea lui ( : ), avem Czx \u d z ~ b oj Sv / ^\o , adică luând în considerare ( : ), ( : ) Deoarece V(z , o ) este definit prin egalitatea ( : ), din ( : ) rezultă că b(z , o ) = mb(rx, ox), ceea ce urma să fie demonstrat Din definiția gradului local al unei mapări și teorema [ : ] rezultă: Teorema [ : ] (Invarianța gradului local ) Fie C\ o mapare continuă a lanțului xn în spațiul R™ care nu are (în raport cu punctul ox £ Rty) rădăcini pe &xn și pentru care gradul său ț este astfel definit în punctul oy; orientat în același mod ca R™ este un simplex n-dimensional al spațiului R" care conține atât punctul ox, cât și imaginea xn a poliedrului xn În cele din urmă, să existe o hartă topologică a simplexului în spațiul R ™ Atunci gradul local al mapării C\ Cx al lanțului xn în punctul o = ox este egal cu tț, unde m = z ± z este gradul mapării C* • Teoria cartografiilor continue a lui Brouwer [Ch xvi § Câmpuri vectoriale şi mapări continue ■) : Conexiune între câmpuri vectoriale și mapări Sistemul de funcţii continue reale f , vn, dată pe o mulțime de puncte Μ a spațiului euclidian, putem interpreta geometric, mai întâi, ca o hartă φ care atribuie fiecărui punct p e M un punct φ(p) al spațiului euclidian **) R™, care are coordonate φ(p) în ea, , vp (p); în al doilea rând, ca câmp vectorial format din vectorii φ(p) (ai spațiului * **)) /?i), raportați, respectiv, la punctele p £ M și având componente Astfel, studiul câmpurilor vectoriale în Rn este echivalent cu studiul mapărilor În special, multe dintre conceptele și teoremele din secțiunile anterioare pot fi interpretate ca propoziții referitoare la câmpurile vectoriale Vom efectua această interpretare numai în unele cazuri particulare Prin maparea φ corespunzătoare câmpului vectorial (p) format din vectorii φ(p), vom înțelege întotdeauna, conform celor spuse mai sus, o mapare care atribuie fiecărui punct ρ e M un punct Φ( p) cu coordonatele m (p), adică sfârșitul vectorului tf(p) măsurat de la origine Fie z - un ciclu adevărat (n - )-dimensional al unei mulţimi compacte :/?'*; să fie dat un câmp vectorial continuu pe Φ, care nu are zerouri pe Φ (adică φ(p) > pentru toate p e Φ) Sub „caracteristica* câmpului pe z™- se înțelege ordinea originii spațiului R™ față de ciclul în care ѵ reprezintă harta compactei Φ în R™ corespunzătoare câmpului Pe baza teoremei [ : ], această definiție poate fi dată și după următoarea formă: Fiecărui punct p G Φ punem în corespondență o rază care emană de la originea coordonatelor, vectorul purtător de spațiu φ(p); această rază intersectează sfera unitate S™- a spațiului R™ la un punct C\(p) Aceasta stabilește o mapare continuă Cr a compactului Φ în S™- Presupunând că sfera Sn~ este orientată în conformitate cu orientarea dată a spațiului R™, considerăm gradul de mapare a ciclului zzz într-o sferă orientată Acest grad este caracteristica câmpului vectorial pe ciclu zzz Rezultă direct din această definiție că caracteristica unui câmp vectorial depinde numai de direcție, dar nu de *) Acest paragraf este preluat în întregime din capitolul lui Hopf Cartea XII: Alexandrov-Hopf, Topologie **) Desigur, spațiul R™ poate coincide și cu spațiul Rn § ] CÂMPURI VECTORIALE ȘI HARTĂRI CONTINUE lungimi vectoriale Din rezultatele secțiunilor anterioare rezultă următoarele fapte: [ : ] Fie și x două câmpuri pe Φ care nu dispar nicăieri acolo și au următoarea proprietate: Există o familie dependentă în mod continuu de parametrul Ѳ, peste tot pe Φ de câmpuri vectoriale continue și nicăieri disparibile ѳ (pentru Ѳ = , Ѳ = obținem câmpurile date și D Apoi caracteristicile câmpurilor și x sunt egale Cometariu Condițiile teoremei [ : ], în special, sunt îndeplinite dacă pentru niciun punct p e Φ vectorii (p) și (p) se dovedesc a fi opuși ca direcție (teorema Poincaré-Bol) [ : ] Fie Γ o regiune poliedrică a spațiului Rn (vezi art : ) Fiecare câmp vectorial, continuu și diferit de zero în toate punctele poliedrului Γ, are caracteristica la limita lui Γ (teorema [ : ]) [ : ] Fiecare câmp vectorial, continuu și diferit de zero în toate punctele bilei, are caracteristica pe sfera care delimitează această bilă (teorema [ : ]) [ : ] Caracteristica câmpului de normale exterioare pe o sferă (n-n-dimensională) este egală cu " L și r l a normalelor interioare (- )n Într-adevăr, să fie sfera SP dată de ecuația și vectorii normali au lungimea ; atunci maparea corespunzătoare v în cazul normalelor externe este dată de formulele toi - xI iar în cazul normalelor interne de formulele ^ = - Xp - în a doua; are prin urmare gradul ~ peste tot (respectiv (- )n), dar gradul mapării v la origine o (adică, ordinea punctului o în raport cu imaginea sferei Sw sub maparea # ) este caracteristica câmpului vectorial pe această sferă, ceea ce dovedește afirmația noastră : Indicele unui zero p izolat al unui câmp vectorial definit pe o mulțime Afc: ?w care conține p ca punct interior este definit astfel: fie v maparea mulțimii McRn în spațiul ?^ corespunzător câmpul Fie p £ Tnc £ M; fie zn un ciclu adevărat (n - )-dimensional cu suport FsR\ care satisface condiția ( : ) Hz™" , p)=s Atunci, prin definiție, Ind^ este o caracteristică a câmpului pe z^ (adică ordinea originii spațiului ?^ în raport cu ciclul din”” ) În virtutea teoremei [ : ], această ordine nu depinde de ciclul particular zn- care satisface condiția ( : ) a fost luat TEORIA BROUER A HARTĂRILOR CONTINUE [CH XVI Este cel mai usor de pus zn-l - D^ unde p £ |/n] = TnM și tn este orientarea simplexului Tn la fel si cu orientarea data Rn Să fie ales într-un fel sau altul ciclul z^" cu suportul Φсrga, LO?"- , p)= Fie o sferă (n - )-dimensională în spațiul R™ cu centrul Oj și raza , orientată respectiv • cu orientarea dată ?^; Vom numi această sferă sfera direcțiilor Fiecărui punct p e Φ atribuim punctul (p) £ în care sfera S] ~ este intersectată de raza o^(p) paralelă cu vectorul v(p) Conform teoremei [ : ] atunci ind^SS este egal cu gradul de mapare CA a ciclului zn în sferă Cometariu Pentru a determina indicele zero al unui câmp vectorial, lungimile vectorilor nu contează, doar direcțiile lor sunt importante Prin urmare, conceptul de index poate fi aplicat nu numai câmpurilor vectoriale, ci și câmpurilor de direcție În acest caz, direcția este înțeleasă a fi o rază ( , oo) a spațiului R”, sau, dacă doriți, colecția tuturor vectorilor de forma аѵ, unde ѵФО este ceva Naiba un vector fix și a este un număr pozitiv arbitrar În loc de zerourile unui câmp vectorial, vorbim despre puncte singulare (singularități) ale câmpului de direcție, adică despre punctele în care câmpul de direcție încetează să mai fie definit Exemple de câmpuri direcționale cu caracteristici izolate sunt date în Fig - Punctul singular din fiecare dintre aceste desene este originea La naiba index și este - , la naiba și respectiv ~ și - Toate desenele sunt plate, § cinci] CÂMPURI VECTORIALE ȘI HARTĂRI CONTINUE : Câmpuri vectoriale pe minge Teorema [ : ] Fiecare câmp vectorial, continuu și diferit de zero în toate punctele bilei închise n-dimensionale En, ia cel puțin un punct al sferei Sn-Y = r - Naiba [ : ], acest câmp nu are câmp S pe g”- , având Naiba delimitând mingea En, direcția normalei spre exterior și cel puțin într-un punct Sn~l direcția normalei spre interior Dovada Conform zn~r caracteristica este Care este caracteristica nenulă, conform observației de la [ : ], există un punct p pe Sn-X la care vectorii ѵ[p) și 'wțp) sunt opuse în direcție Conform [ : ], câmpul S poate fi luat ca câmp al normalelor exterioare sau interne, prin urmare, câmpul de pe Sn~r conţine cel puţin o normală spre interior şi cel puţin o normală către exterior : Teorema lui Brouwer asupra punctelor fixe ale mapărilor unui element n-dimensional Fie • C o mapare a unei bile n-dimensionale EnczRn în același spațiu Rn Fiecare punct p £ Eѣ o sută-——► vim în corespondență cu vectorul pСр coincide cu normala la sfera Sn Dar acest lucru este posibil numai dacă punctul Cp este diametral opus cu p În schimb, pentru n impar formulele f Г / P „ “ \ X J- X J X j- \J *" » / definiți o mapare a sferei Sn dată de ecuație în sine, pentru care nu există nici puncte fixe, nici puncte care se mapează la opusul lor diametral : Simetria sferelor; o altă teoremă de punct fix Simetria spațiului Rn față de planul /-dimensional Rr, O^r^n, aflat în el, este maparea acestuia pe sine, care se obține astfel: în Rn, un sistem de coordonate dreptunghiulare xx /= , , ,n se alege în așa fel încât planul Rr să aibă ecuațiile \u d x „ g \u d - Rr este determinat de formulele: ^'^/r - r, n—r Această hartă preia fiecare (n - ) sferă dimensională centrată pe Rr în sine Teorema [ : ] Considerand simetria C a spatiului Rn fata de planul Rr numai pe sfera Sn~x cu centrul o = ( , se obtine o mapare a sferei Sn~l (pe ea insasi), care este homotopica in Rn\o la maparea identităţii dacă şi numai dacă r~n ( mod ) Dovada Determinantul hărţii C dat de formulele ( : ) este egal cu (- )n~r Prin urmare (vezi dovada [ : ] b(Crn" ,o) = (- )n-r, unde zn~x este o sferă orientată după orientarea dată Rn Pe de altă parte, b(rn- ,o) == - Prin urmare, dacă rfn (mod ) și deci (-I)n~r = - , atunci ciclurile rn și Cr™" nu pot fi homotopice între ele În consecință, în acest caz harta C a sferei S - în sine nu este homotopic în același timp afișare naturală, Atunci simetria lui C față de la ( : ) la TEORIA BROUER A HARTĂRILOR CONTINUE [CH XVI Dacă r==n(mod ), atunci formulele X i/-'l = -r i-lCOS ît -x /SinO-r, I X i - x i-cos ^, j Xi~ x H i \u d îl G "i\u e * * *\u e P definiţi pentru O^O^l o familie de mapări C , realizând deformarea dorită a mapării identităţii în simetria C (această deformare este chiar o mişcare a sferei Sn~x în sine) Un caz special merită o atenție specială: Teorema [ : ] Simetria sferei Sn în raport cu centrul ei o este omotopică în Rn\o la harta identităţii dacă şi numai dacă n este par Din această teoremă rezultă: Teorema [ : ] Dacă η este impar, atunci orice mapare Cr a sferei Sn~x în sine care este omotopică cu identitatea din Rn\o are un punct fix Într-adevăr, dacă Cr nu ar avea punct fix, atunci C' şi simetria C a sferei Sn~r faţă de centrul ei o ar satisface condiţiile teoremei Poincaré-Bol; prin urmare, C' ar fi homotopic la simetria lui C în /?n\o, prin urmare, prin [ : ], nu ar putea fi homotopic la maparea identității : Exerciții ° Să fie dat un sistem de n funcții reale continue a n variabile reale Yi = L(*b * - • • / = , p, cu derivate parțiale continue lângă un punct dat o = (x® x®, x®) £ Rn Fie determinantul funcțional (iacobian) al acestui sistem de funcții în punctul o diferit de zero Apoi, după cum se știe din analiză, acest sistem de funcții realizează o mapare topologică C dintr-o vecinătate a punctului o pe o vecinătate a punctului o' = (Y°xY Yn), unde >?=A(n-$, x°) Demonstrați că maparea C are gradul sau — în punctul o’, în funcție de semnul jacobianului Cometariu Cerința de continuitate a derivatelor parțiale nu este esențială în acest caz, doar o cerință mai puțin puternică pentru existența unei diferențiale totale este esențială: această cerință este cea care ne permite să înlocuim harta C în această întrebare cu o hartă afină care o aproximează in apropierea punctului o, din care se obtine rezolvarea problemei puse; este util de observat că în rezolvarea acesteia nu folosim faptul că maparea C este topologică ° Funcţie y = ahp a unei variabile complexe x mapează sfera complexă pe ea însăși, care are gradul n Considerând această sferă ca un plan cu un punct atașat la infinit, putem afirma că gradul local al mapării noastre în punctul o este egal cu n Folosind acest rezultat, dovediți o propoziție mai generală: § J CÂMPURI VECTORIALE ȘI HARTĂRI CONTINUE Lasă seria de putere converge într-o vecinătate a punctului zero Apoi cartografiază această vecinătate pe o a doua agregare a punctului zero, care are gradul l la punctul zero ° Formularea analitică a teoremelor [ : ] și [ : ] P Teorema [ : ] Fie dat într-o bilă , alese în ele odată pentru totdeauna Două hărți continue ale unei sfere în sfera Sn sunt reciproc homotopice dacă și numai dacă au același grad*) Observație Din capitolul , art : , Observația , rezultă că pentru orice n și orice număr întreg ț există mapări de la o sferă n-dimensională la alta cu gradul y Să prefațăm demonstrația teoremei lui Hopf cu mai multe propoziții auxiliare Definiție [ : J Dacă maparea unei mulțimi date X la o mulțime Y este o mapare a lui X la un punct al mulțimii Y, atunci această mapare se numește mapare nulă Observația Două mapări nule ale unei sfere n-dimensionale (orice spațiu compact în general) într-o sferă n-dimensională Sn sunt reciproc homotopice pentru η > Aceasta rezultă din faptul că pentru n oricare două puncte ale lui Sn pot fi conectate în Sn printr-un arc simplu (arc de cerc) *) Pentru n = această teoremă a fost deja demonstrată de Brouwer în , rezultatul general a fost obținut de Hopf în Dovada dată aici se datorează lui Hopf și este luată parțial din cartea: Aleksandrov-Hopf, Topologie I (Capitolul , § ), parțial din prelegerile lui Hopf susținute la Universitatea din Berlin în — Se distinge printr-o mare claritate geometrică O altă dovadă, de asemenea, foarte simplă, a teoremei lui Hopf a fost dată de Whitney în (Duke, Math Journal, , , pp - ) § ] clasificarea mapărilor continue [ : ] Fie E” un poliedru homeomorf la un simplex închis n-dimensional Dacă maparea Cr a limitei E* a poliedrului E™ într-o mulțime compactă Φ este omotopică la maparea nulă și numai în acest caz maparea Cr poate fi extinsă la întregul poliedru E^ Evident, este suficient să demonstrăm această propoziție în ipoteza că E\ este un simplex închis n-dimensional Fie Сѳ, , deformarea mapării С în zero relația Co, care asociază punctele "- = T"\T™ cu același punct e e Φ Luăm un punct p în interiorul lui ^ și punem C(p ) = e Fie p un punct arbitrar de Ț diferit de punctul p Notăm cu pf punctul de intersecție al razei pop cu ^- , cu raportul în care punctul p împarte segmentul pQp' Sa punem C(p) - Cn(p') Maparea rezultată C a simplexului închis T” este cea dorită În schimb, dacă este dată o extensie C a mapării Cr la întregul simplex închis T™, atunci maparea Cx a limitei n" a acestui simplex este omotopică la maparea nulă Într-adevăr, fie p centrul de greutate al simplexului T™ Se notează printr-o imagine similară T™ cu centrul de similitudine p și coeficientul de similaritate O, O m mulţimea C— r) este o vecinătate a punctului p , în toate punctele în care mapările Co și Cp înseamnă că mapările Co și Ce coincid între ele pentru orice , astfel încât C este, de asemenea, continuu în punctele p e C~*(r) mapping de la Co la maparea Cp [ : ] Fie η > ], fie C o mapare continuă a unei sfere într-o sferă Sn, fie p £ Sn Există o mapare continuă a sferei în Sn care este omotopică la maparea C și îndeplinește următoarea condiție: Cs (p) este conținută într-un simplex n-dimensional T™ (un fel de triangulație Sn) a cărui imagine C,(T™) este o submulțime proprie a mulțimii Sn Dovada Deoarece fiecare mapare continuă S" în Sn este omotopică față de aproximarea sa simplială, putem presupune de la început că C este o mapare simplă a unei triangulații K a sferei S'o într-o triangulație Kn a sferei Sn În plus, putem presupune că punctul p se află într-un simplex n-dimensional al triangulației Kn În sfârșit, să fie u un punct diferit de p, aparținând de asemenea unui simplex n-dimensional al triangulației Kn Imaginea inversă a fiecăruia dintre punctele p și u constă dintr-un număr finit de puncte K™ = % (doar pentru aceasta am cerut ca maparea C să fie simplă) Considerăm Sn spațiul euclidian Rn cu punctul u la infinit De asemenea, considerăm ™ ca un spațiu euclidian R™ cu punctul n la infinit care nu aparține mulțimilor (finite) C- (p) și C- (u) Să existe un simplex închis n-dimensional al spațiului care nu conține un singur punct al mulțimii C- (n) (putem presupune întotdeauna că există un element de triangulație a sferei ”) Din presupunerile noastre rezultă că C(T^)czRn Să presupunem că punctul p e C- (p) nu se află în T'; deoarece este posibil să se găsească un punct p'o astfel încât să nu existe un singur punct al mulţimii C- (u) pe întregul segment p'QpQ Prin urmare, se poate găsi un sim n-dimensional § ] CLASIFICAREA HARTĂRILOR CONTINUE plexul TyWcS^ conţinând segmentul p'qPq situat la o distanţă pozitivă de mulţimea finită C- (u) şi neavând un singur punct al mulţimii C-X(p) la limita sa Avem: C\ ^)cz/^ = Sn\u Definim acum harta Cr astfel: on punem = C; în continuare setăm C (pr ) = p; în cele din urmă, dacă qQ este un punct arbitrar pe granița simplexului T'Qn, atunci maparea este definită pe segmentul p'QqQ ca o mapare proporțională a acestui segment pe segmentul pCx(q ) al spațiului Deoarece C\ diferă de C numai în TQn și întrucât C(T' Qn) și C/ V ) sunt închise și mărginite în Rn, atunci mulțimea care conține punctul și mulțimea satisface condiţiile lemei [ : ]; prin urmare C și Q sunt homotopice unul cu celălalt Evident, Cp) U C' (u) este o mulțime finită Singurul punct al mulțimii C" (p) aflat în T'Qn este punctul p , care este un punct al simplexului ^ Numărul tuturor punctelor lui C~ (p) este finit Astfel, în trecerea de la C la Ct, imaginile inverse ale punctelor u și p rămân finite, în timp ce numărul de puncte din imaginea inversă a lui p care nu aparțin la m a scăzut Este adevărat că maparea Cp poate să nu fie simplă, dar singura proprietate care ne interesează pentru mapările simple este că imaginile inverse ale punctelor p și u, așa cum sa menționat deja, sunt valabile pentru maparea Cr În cele din urmă, o mulțime este o submulțime propriu-zisă a mulțimii Sn Repetând, dacă este necesar, același proces un număr finit — fie v— ori, ajungem la o mapare C\> homotopică la C, astfel încât întreaga imagine inversă a lui C — (p) se află în T” și , care trebuia să fi dovedit : Cazul când gradul de cartografiere este zero În acest articol demonstrăm următoarea teoremă: [ : p] O mapare continuă dintr-o sferă n-dimensională într-o sferă n-dimensională Sn cu grad zero este homotopică la o mapare nulă Cometariu La demonstrarea teoremei [ : p], vom înțelege prin S” nu o sferă în sensul propriu al cuvântului, ci granița simplexului (n-jl)-dimensional T” * , pe care o vom numi „sferă” n-dimensională Demonstrarea teoremei [ : p] va fi realizată prin inducție împreună cu demonstrarea următoarelor teoreme: Teoria mapărilor continue a lui Brouwer [cap xvi [ : p] Fie orientarea {pChimesional simplex TȚ+i, aceeași cu orientarea dată pentru totdeauna a spațiului R? * , a cărui limită este notă cu ™ Fie o £ /?n+ și C o hartă continuă în /^n+ \o Dacă b o) == , atunci harta C poate fi extinsă într-o hartă a simplexului închis ț^+i în R^^^o [ : p] Păstrând notația teoremei [ : n], presupunem că C este o mapare a „sferei” ^ în sfera Snc:^n+ cu centrul o și că gradul mapării C este egal cu zero Atunci C poate fi extins la o hartă a unui simplex închis în Sn Ordinea demonstrației comune a acestor teoreme este următoarea: următoarele patru afirmații sunt dovedite succesiv: ° Teoremele [ : ] și [ : J] sunt adevărate ° Din [ : u] urmează [ : n] pentru n ° Din [ : J] urmează [ : n] pentru n , ° Din [ : J] urmează [ : n+ ] pentru n^\ Dovada ° Teorema [ : ] este adevărată, deoarece o mapare dintr-o sferă zero-dimensională la una zero-dimensională, având gradul zero, este o mapare zero*) Teorema [ : x] este cuprinsă în Teorema [ : ] din capitolul și în observația despre cazul n = din capitolul , art : Dovada lui ° este cuprinsă în lema [ : ] Dovada ° Ni se dă că orice mapare C, gradul zero, a „sferei” ™ în sfera Sn poate fi extinsă într-o mapare a simplexului T™+} în Sn Este necesar să se demonstreze că orice mapare C a „sferei” ™ în /?n+i\o pentru care o) = poate fi extins într-o mapare a simplexului T^+r în /?η \o Împărțim această problemă de continuare în două probleme: introducem în Z?w+ un „sistem de coordonate polare” format dintr-un pol o și o sferă unitate Sn centrată pe o; prin coordonatele polare ale unui punct p£/?w+ \o intelegem: vectorul raza r(p) al punctului p (adica distanta acestui punct de la o) si proiectia punctului intersectia lui raza (op) cu n), pe care o notăm cu numărul s poate fi redus Pentru a face acest lucru, conectăm două puncte excepționale, de exemplu, p și p , printr-o linie întreruptă p}p fără autointersecții situate în Γ și înconjurăm această linie întreruptă cu o vecinătate poliedrică închisă foarte apropiată En, homeomorfă pentru un Simplex închis n-dimensional („puneți această linie întreruptă într-un tub îngust sigilat la ambele capete Păstrând cartografierea C neschimbată în afara și la limita cartierului En, o anulăm la punctele En și după aceea continuăm din nou la mulțimea En - p Harta C astfel modificată are deja un număr mai mic de puncte excepționale Aplicând această construcție de mai multe ori, ajungem la o mapare continuă definită în toate punctele poliedrului Γ cu excepția punctului unic p* și care este o continuare a hărții cu același nume dată la începutul mulțimii Sq „ U Si ” în Rămâne să eliminăm acest punct excepțional unic p* Fie p* £ Γ” £ K Fără pierderea generalității, putem presupune că Γ* c Γ ” graniță a domeniului orientat Go Evident, § ] CLASIFICAREA HARTĂRILOR CONTINUE r" = zn~ - D/*, unde există o orientare Γ*, care este aceeași cu orientarea Γ , Deoarece, prin ipoteza teoremei, gradul lui C pe zn~x este egal cu zero, la fel este și gradul de C pe A^ [ : ] se continuă din nou până la simplexul închis T*, ceea ce se realizează și extinderea mapării Cn la întregul poliedru T • Teorema continuării și odată cu ea teorema Hopf sunt complet demonstrate CAPITOLUL Șaptesprezece PUNCTE FIXE ALE CARTOGRĂRILOR POLIDEDRICE CONTINUE Acest capitol este dedicat demonstrației faimoasei teoreme Lefschetz-Hopf, care exprimă așa-numitul număr algebric de puncte fixe ale unei mapări continue date a unui poliedru în sine în termenii invarianților numerici ai tipului omologic al acestei mapări, adică în termeni de numere definite de endomorfismele generate de poliedrul de cartografiere dat Teorema Lefschetz-Hopf a fost demonstrată pentru cazul varietăților și al mapărilor cu un număr finit de puncte fixe de către Lefschetz în În , Hopf a dat o demonstrație complet nouă și elementară imediat în cazul cel mai general În acest fel, s-a obținut o teoremă care acoperă aproape tot ceea ce ne cunoaștem în prezent despre punctele fixe ale poliedrelor (nu în mod specific varietăților) și care conține — chiar și în cazul varietăților — majoritatea teoremelor de punct fix cunoscute anterior (în în special, teoremele prezentate în capitolul anterior) Toate dovezile date în acest capitol se datorează lui Hopf Capitolul în sine este o traducere, cu modificări editoriale minore și unele omisiuni, a capitolului al cărții noastre comune al lui Hopf § Teorema existenţei pentru puncte fixe : Simplexe fixe Fie o subdiviziune a unei triangulații /-dimensionale Ka și o mapare simplă în K* Dacă există un simplex r-dimensional al complexului, atunci numărul de dimensiuni ale simplexului SțTț nu depășește r; dacă este egal cu r, atunci se poate întâmpla ca simplexul J să se afle pe ^T^, adică să fie unul dintre simplexele subdiviziunii simplexului în complexul /Cp În acest caz, simplexul pe- se numește simplexul fix al mapării simpliale S? Dacă /£ este o orientare a simplexului fix Tț (spunem pe scurt: „/£ este un simplex fix orientat”), atunci = este și un simplex orientat, iar subdiviziunea sa s*tț în K$ este un lanț, iar ^ intră în acest lanț cu coeficient ( : ) = § ] TEOREMA EXISTENTEI PENTRU PUNCTE FIXE Acest coeficient nu depinde de orientarea simbolului ales de noi plex, deoarece atunci când sunt înlocuiți cu - ambii factori din produsul scalar ( : ) își schimbă semnul Un simplex fix se numește simplex fix pozitiv dacă și negativ dacă - Definim acum: numărul algebric de simplexe fixe r-dimensionale ale unei mapări simpliale este diferența dintre numărul de simplexe fixe r-dimensionale pozitive și negative ale acestei mapări Acum vom da acestui număr o nouă interpretare Fie L^ = Lq(K^) grupul tuturor lanțurilor întregi r-dimensionale ale triangulației K$ Maparea simplă a unei triangulații în KL generează un homomorfism cu același nume *) al grupului Κ în grupul Lra~ și o subdiviziune a triangulației Ka (adică trecerea de la Kr la AG ) este un izomorfism al grupului Lra în Lp Maparea este astfel un endomorfism f al grupului Ap număr algebric de simplexe fixe Într-adevăr, simplexele orientate r-dimensionale ( = , , pr) ale triangulației K$ formează baza grupului Lț Endomorfismul / este dat de sistemul de egalități rg ( : ) (/= , RP unde coeficienții a^ pot lua valorile , ~ sau - Un simplex este un simplex fix dacă și numai dacă a și anume: este un simplex fix pozitiv sau negativ, în funcție de dacă sau este egal cu - Prin urmare, numărul algebric al r-dimensional simplexurile fixe este egală cu rg ( : ) ^ai = p^ I= Formula Hopf Am arătat că pentru existența simplexelor fixe sub o mapare, condiția suficientă *) Capitolul , art : **) Anexa , art : PUNCTE FIXE DE CARTIRI POLIDEDRICE [CH ХVП inegalitatea urmei este zero SpL? endomorfismul f~sțSț al grupului Existența simplexelor fixe (precum și numărul acestora) este o proprietate a unei mapări simpliale, dar vom arăta că este o proprietate omologică a mapării unui poliedru în sine corespunzătoare unei mapări simpliale și vom afla semnificația topologică a acestei proprietati Pentru a face acest lucru, exprimăm numărul de simplexe fixe în termeni de numere care caracterizează comportamentul grupurilor lui Betti sub endomorfismele corespunzătoare, care este conținutul formulei descoperite de Hopf și numită după el Formula lui Hopf este dovedită prin raționament similar cu demonstrația formulei Euler-Poincaré, cu singura diferență esențială că rândurile diferitelor grupuri pe care le-am întâlnit înainte sunt acum înlocuite cu urme de endomorfisme experimentate de aceste grupuri Datorită amestecării operatorilor D și cu endomor- physis f-s*S$ a grupului Lr$, subgrupele Z£ = Z£ (A^, J), = J) și ( = Spff SptQ, sau ( : ) SpLr = SpD;o + SpHr + SpH? - Înmulțim formula rezultată cu (— / și însumăm peste r de la la n Apoi, ținând cont că grupele H- și Hn sunt grupe nule și, în consecință, SpH~ = SpHn = , obținem Formula Hopf: ( : ) ( - U$pbg = Ѣ ( - )g 'pD(u r— r— Formula lui Hopf este o generalizare a formulei Euler-Poincaré, deoarece dacă K$ coincide cu Ka w maparea simplială este identică (ca și maparea sp, atunci toate endomorfismele lui f sunt mapări identice ale grupurilor corespunzătoare pe ele însele, iar urmele lor sunt egală cu rangurile grupurilor corespunzătoare În special, SpLr - pr și pA^ = ^r O consecință imediată a formulei ( : ) este următoarea: Teorema existenței pentru simplexe fixe [ : ] Dacă r=J atunci există cel puțin un simplex fix Într-adevăr, în acest caz, pentru cel puțin o valoare a lui r, avem SpLr~=hfy, în timp ce r există i pentru care în formulele ( : ) și ( : ) ai ^i , deci, |/ ^ | este un simplex fix, care urma să fie demonstrat Să fie, de exemplu, o triangulare a unui simplex u-dimensional închis Atunci toate grupurile Α e o pentru r > sunt grupe nule și, prin urmare, pA e o = pentru r > ; dar pDoo = , ca la orice afișaj *) Deoarece SpHr = SpHr vezi Anexa , : , nota puncte fixe ale cartografiilor poliedrelor [cap XVII P complex conectat În consecință, pA £ == și în a fi-r= există cel puțin un simplex fix : Numărul Lefschetz pentru autocartarea continuă a unui poliedru Fie C o mapare continuă a unui poliedru n-dimensional P în sine Conform Capitolului , Secțiunile și , această mapare generează în sine homomorfismul C cu același nume al grupului Ae(A*); mai mult, grupul de torsiune tj(/e) -D (t) este de asemenea mapat în sine și de aceea omomorfismul C al grupului ΔE(P) în sine generează un endomorfism al grupului Âj ^: vom nota ca mai înainte de C Întrucât Γ e o este un grup abelian liber, se definește urma SpAr = Spc&rQ a endomorfismului C al acestui grup Dacă R == ~ - și C = S^ (unde Ka și au același sens ca în articolele anterioare), atunci urma Sp(ArQQ) tocmai definită coincide cu urma Spf^ definită în articolul : (deoarece fiecare ciclu de la este în aceeași clasă de omologie a poliedrului P cu subdiviziunea sa în Definiție [ : ] Numărul Lefschetz al unei mapări continue C a unui poliedru P în sine este P A O ) pe P Trebuie să arătăm că această funcție ia valoarea cel puțin într-un punct al poliedrului P Deoarece P este compact și y este continuu, ea este suficient pentru a arăta că pentru orice e > există un punct p(^Pb pentru care ?(P) = P) Aproximăm maparea C printr-o mapare simplă a unei subdiviziuni a unei triangulații suficient de mici a poliedrului P astfel încât să fie îndeplinite următoarele condiții: °) C este homotopic °) Simplexele de triangulație , iar în virtutea teoremei [ : ] există simplexe fixe sub mapare Fie p un punct arbitrar al simplexului fix, apoi p și S^p aparțin aceluiași simplex, prin urmare, bazat pe °) ( : ) În același timp, pe baza °) ( : ) p(SL Urmează de la ( : ) și ( : ) p(p, CpXe, Q E D : Exemple °) Rezultă direct din semnificația geometrică a grupului Betti zero-dimensional că pentru orice mapare a unui poliedru conectat P în sine pD° = Dacă pentru toate r > numerele Betti izr(P) sunt egale cu zero, adică Δ e o = pentru r > , atunci toate urmele Sp&r () dispar pentru r > În acest caz, pentru orice mapare C a poliedrului P în sine, A(j=l, astfel încât următoarea teoremă să fie valabilă: [ : ] Fiecare mapare continuă în sine a unui poliedru P conectat, ale cărui numere Betti (cu excepția -k ) sunt egale cu zero, are cel puțin un punct fix Astfel de poliedre, de exemplu, includ: simplexe închise /z-dimensionale, spații proiective de dimensiuni pare °) În următoarele două teoreme vom folosi faptul că mapările homotopice sunt omologice și, în consecință, numerele Lefschetz ale unor astfel de mapări sunt aceleași Dacă întregul poliedru Ρ este mapat la unul dintre punctele sale, atunci pentru această hartă pΔ = și pΔ£o = pentru r> , deci A(y= Aceasta implică următoarea teoremă: [ : ] Dacă o hartă continuă C a unui poliedru arbitrar P în sine este omotopică cu o hartă nulă*), atunci harta C are cel puțin un punct fix *) Adică, o mapare a întregului poliedr P pe un punct al acestui poliedr PUNCTE FIXE ALE CARTOGRĂRILOR POLIDEDRICE [CH XVII °) Sub maparea identităţii poliedrului P în sine, grupurile Betti sunt de asemenea mapate identic Prin urmare, când P pentru orice r, iar numărul Lefschetz este merge teistica poliedrului R Prin urmare: [ : ] Dacă caracteristica lui Euler a poliedrului K este nenulă și harta continuă C a poliedrului K în sine este omotopică cu harta de identitate, atunci harta C are un punct fix Poliedrele menționate în [ : ] includ, de exemplu, toate suprafețele (închise și cu o limită), cu excepția torusului, sticlei Klein, inelarului și benzii Möbius °) Dacă P este o pseudovarietă orientabilă închisă n-dimensională ale cărei numere Betti de dimensiuni , , n - sunt egale cu zero*) și C este o hartă de gradul a pseudovarietății P în sine, atunci SpAg = , = și Sp^Q = pentru zx avem C(p) £ zb atunci setăm C'(p) = C(p) Dar dacă C(p) £ m adică suma indicilor punctelor fixe pp p [ : ] Fie C și C' două mapări continue ale unui simplex închis într-un spațiu având numai pe Tn un număr finit de puncte fixe, toate situate în Tn Să presupunem, în plus, că pentru toate punctele ρ £ ΓΓ \Tn este valabilă următoarea inegalitate: p(Cp, C'p) , astfel încât p„fS(p) Deformare ®ѳ(p)=РѳС{/') transformă continuu câmpul = într-un câmp format din vectori (P) = o C&), în plus, în timpul deformării, vectorii câmpului nu dispar Din aceasta rezultă că câmpurile sunt de % și au aceeași caracteristică pe zn~r Dar caracteristica câmpului ^ pe zn~l este ordinea punctului o în raport cu C(zn" ), care urma să fie demonstrat Importanța conceptului de punct fix normal se bazează în mare măsură pe următoarele propoziții, care, împreună cu teorema tocmai demonstrată [ : ], ne vor servi la demonstrarea invarianței indicelui unui punct fix [ : ] Se spune că un punct fix izolat o e Γ al mapării C a unui domeniu în spațiul Rn este normalizat, dacă există un element EncG care conţine punctul o în interiorul său, şi o deformare C , ^ v d, astfel încât C(x) £ Tn Să aplicăm faptul tocmai stabilit la demonstrarea următoarei teoreme: [ : ] Teorema invarianței topologice pentru indicele unui punct izolat al unei mapări continue Fie o un punct fix izolat sub maparea C a regiunii \'aRn în spațiul Rn Fie F o hartă topologică a lui R pe sine (sau pe alt spațiu R”) Atunci indicele punctului fix o' = F(o) sub maparea FCF~l este egal cu indicele punctului fix o sub maparea C Aceeași teoremă poate fi formulată, evident, după cum urmează: [ : ] Fie R un spatiu topologic homeomorf spatiului Rn Fie Γ o regiune a spațiului R și fie C o mapare continuă a lui Γ având un punct fix izolat o Să luăm o mapare topologică F a spațiului R pe R și, folosind această mapare, transferăm geometria euclidiană a spațiului ?^ în spațiul R Apoi indicele punctului fix o al mapării C, definit ca mai sus, cu ajutorul geometriei nu depinde de această geometrie (adică va fi același pentru toate mapările topologice F ale spațiului Rn pe /?) Pentru cazul în care o este un punct fix normal, teorema [ : ] rezultă din [ : ] și teorema privind invarianța topologică a unui grad local al unei hărți continue (Teorema [ : ] din capitolul ) În general, teorema [ : ] decurge din [ : ] În acest caz, este mai convenabil pentru noi să folosim formularea [ : ] În primul rând, observăm că conceptul de normalitate al unui punct fix nu depinde de una sau alta geometrie introdusă în /? și că, așa cum s-a demonstrat, fiecare punct fix normal al unei hărți continue date C are același indice în toate geometriile Fie acum C o mapare continuă a domeniului Γ în spațiul /?, având un punct dat o G Γ ca punct fix izolat Considerăm un element En cu Γ care conține o în interior Alexandrov II DIN PUNCTE FIXE ALE HARTĂRILOR POLIDEDRICE [ Cap X V О în sine, și o deformare continuă Co a maparii Co = C în maparea C având un punct fix normal Presupunem că deformația îndeplinește condițiile °) și °) ale definiției [ : ] Din aceste condiții rezultă că în orice geometrie pe care o putem introduce în spațiul /?, caracteristica câmpurilor vectoriale c° și de la limita elementului En este aceeași, de unde rezultă că în orice geometrie indicii indc o și indClo sunt egale între ele Dar indicele ind^o este același în toate geometriile; în consecință, indicele indq o este același în toate geometriile, ceea ce urma să fie demonstrat : Puncte fixe ale mapărilor afine Să mai oferim o aplicație a conceptului de punct fix normal: folosind acest concept, definim indicele unui punct fix al unei mapări afine • Teorema [ : ] Fie Ttl un simplex închis n-dimensional al spațiului Rn și S fie maparea lui afină astfel încât Tnț£STH și să nu existe puncte fixe ale lui S pe TII\Tn Atunci în interiorul Tn există exact un punct fix cu indice - j-I sau - , în funcție de faptul dacă maparea afină este pozitivă sau negativă Dovada Deoarece Тп cz Тп = atunci dimensiunea simplexului Тх este egală cu n și, în consecință, maparea S nu degenerează, adică există o mapare inversă S- Deoarece T > TX, maparea a simplexului \ în sine are cel puțin un punct fix Aceeași afirmație este valabilă pentru maparea Dacă harta ar avea două puncte fixe ox și o în Tn, atunci, datorită afinității sale, toate punctele dreptei oxo situate în T > ar fi fixe; în special, contrar presupunerilor, punctele de intersecție ale acestei drepte cu limita simplexului Tn ar fi fixate Astfel, în T > există un singur punct fix; este normal, așadar, în temeiul art : indicele său este egal cu gradul de mapare S în punctul o, adică -j- sau - în funcție de semnul lui Această teoremă va fi aplicată în art : § Numărul algebric de puncte fixe ale unei autocartări continue a unui poliedru : Definiția punctelor fixe regulate Enunțul teoremei principale Fie P un poliedru n-dimensional omogen dimensional, C maparea lui continuă în sine și § J numărul ALGEBRIC de puncte fixe punct fix al acestei cartografieri Un punct fix o se numește „regular” (în raport cu triangulația K a acestui poliedru) dacă este un punct fix izolat (adică are o vecinătate care nu conține alte puncte fixe) și se află într-un simplex n-dimensional T al triangulația K Datorită continuității mapării Punctul o are o vecinătate U a cărei imagine CU se află și în interiorul lui Prin urmare, considerând ' ca parte a spațiului euclidian care poartă acest simplex, putem vorbi de indicele punct fix o Dacă maparea C are doar puncte fixe regulate (în raport cu K), atunci suma indicilor acestora se numește „numărul algebric” de puncte fixe ale mapării C Următoarea teoremă afirmă că acest număr este complet determinat de omologie tipul mapării C: Teorema [ : ] Dacă o mapare continuă C a unui corp P - K a unui complex n-dimensional omogen dimensional K pe sine are doar puncte fixe regulate (în raport cu K), atunci numărul lor algebric este -\)nAc Această teoremă va fi demonstrată în art : , : , : Este o întărire a teoremei [ : ] asupra existenței punctelor fixe Teoreme art : poate fi, de asemenea, întărit acum Dacă Ρ este conex și r(P) = pentru r > , atunci numărul algebric de puncte fixe ale oricărei mapări (ale cărei toate punctele fixe sunt regulate) este egal cu (- )n; dacă C este homotopic la zero, atunci (pentru orice P - R) acest număr este egal cu caracteristica Euler a complexului/C înmulțit cu (-) "; dacă C este o mapare a sferei Sn în sine, care are gradul d, atunci numărul algebric al punctelor fixe este ( -l)^-j-tZ etc : Generalizare Teorema [ : ] poate fi extinsă și la orice mapări continue (fără cerința restrictivă ca punctele fixe să fie regulate), adică la astfel de mapări pentru care numărul algebric de puncte fixe nu a fost încă determinat Acest lucru se poate face pe baza următoarei teoreme: Teorema [ : ] Fie C o mapare continuă arbitrară a unui poliedru n-dimensional omogen dimensional P în sine, și fie r un număr pozitiv arbitrar mic Există o hartă continuă Ce a poliedrului P în sine și o triangulație K a acestui poliedr, care au următoarele proprietăți °) Mapările C și Ce diferă între ele prin mai puțin de r, p [C(x), Ce(x)] și o mapare continuă C a unui poliedru n-dimensional omogen dimensional P în sine Există triangulații și K ale poliedrului P, dintre care există o subdiviziune Kx și o mapare simplă S a triangulațiilor K la K care satisfac următoarele condiții °) Pentru toate punctele χ e Ρ avem inegalitatea p[C(x), (x)] În plus, r == conform teoremei [ : ], pentru fiecare Z există un număr ar > [și anume, minimul funcției /(%)] pe Tț , astfel încât fiecare mapare Cp pentru care p (C, C ) D' = A~ sau SpLn - (- ) „A ~ După cum se explică la sfârșitul art : , numărul SpLn este egal cu numărul algebric al simplexelor fixe n-dimensionale, adică diferența dintre numărul de simplexuri fixe n-dimensionale pozitive și negative și, în consecință, bazat pe teorema [ : ] , suma indicilor punctelor fixe în simplexe n-dimensionale; și din moment ce nu există alte puncte fixe, atunci = ( )PA~, Q E D Rămâne de demonstrat doar teorema de aproximare [ : ] : Demonstrarea teoremei de aproximare Pe tot parcursul acestui articol se desemnează subdiviziunea baricentrică a triangulației K, iar „subdiviziunea triangulației” înseamnă întotdeauna (multiple) subdiviziuni baricentrice Deoarece fiecare hartă continuă poate fi aproximată cu orice precizie printr-o simplă, putem presupune de la bun început că C So, unde este o hartă simplială a unei subdiviziuni Ko a triangulației în triangulația /C Fie, mai departe, diametrele simplexelor de triangulație să fie mai mici decât unde s este un număr pozitiv dat Vom construi o secvență de mapări simple , , , Sn poliedrul P în sine, astfel încât a) maparea Sr (r = , , n) este o mapare simplă a unei subdiviziuni a triangulației Tfj în /C, ale căror simplexe fixe au dimensiunea cel puțin r; b) p( r, Sr+ ) P inegalitatea p(Snx, Cx) > T® > > | ba- subdiviziunea ricentrică a complexului K, numai simplexul ^> > T?°| poate fi cea principală p o i Se trece la construcția inductivă, care este conținutul părții principale a demonstrației teoremei [ : ] Deci harta ^ și subdiviziunea sunt date Este necesar să se construiască o mapare și o subdiviziune K Fie Tr (Z=l, sunt toate simplexe fixe r-dimensionale ale mapării Sr Construim o subdiviziune /Cr+i) a triangulației KSr\ subdivizând în mod special toate stelele Ok(r)TT ; obținem maparea Sr+ schimbând maparea Sr numai pe aceste stele (disjunse în perechi!) Subdiviziunea triangulației se face după cum urmează: În primul rând, construim subdiviziunea centrală a fiecărui simplex fix TT în raport cu limita sa (nesubdivizată) (vezi capitolul , art : ); apoi construim subdiviziunea centrală a simplexului (r-|- )-dimensional Tr+ TG în raport cu granița sa (mai mult, un simplex al acestei limite, și anume, TT, este deja o subsecțiune PUNCTE FIXE ALE HARTĂRILOR POLIDEDRICE [Ch XVII lenjerie) În plus, procesul continuă exact în același mod: după ce simplexurile (r-|- )-dimensionale sunt subdivizate, construim subdiviziunea centrală a fiecărui simplex (r + )-dimensional al stelei OrtftT' în raport cu deja construită subdiviziune a hotarului său Construcția este finalizată prin subdivizarea tuturor simplexelor n-dimensionale ale stelei Ok^TK și se face pentru toate Z = l, ,k Să definim acum o mapare simplă r+ a complexului f('(r+i) în complexul K, ° Dacă vârful £ /f(r+i) este în același timp un vârf al complexului, atunci setăm ° Fie ca vârful să nu fie vârful complexului Atunci e este centrul unuia dintre simplecele unei stele Ok(r)Tr și analizăm din nou două cazuri: °p Vârful e^+i) este centrul de greutate al simplexului T£Ok(r)T^ diferit de simplexul s Apoi alegem un vârf arbitrar e al simplexului SrTrt #(*•) ?; toate aceste vârfuri sunt mapate prin definiția r+ la vârfurile simplexului SrTK, iar centrul simplexului Trt este mapat la un vârf e £ [O^ r ^], deci toate vârfurile simplexului T sunt mapate la vârfurile simplexului |eSrTr |£ O^SrTK £ K ) Dintre vârfurile simplexului T, subdiviziunile stelei Okrug? nu există un centru al simplexului Γ/; în acest caz, vârfurile simplexului T pot fi centrele altor simplexuri ale stelei Ojr(r) Tf şi vârfurile unor simplex T' ale muchiei acestei stele; toate aceste vârfuri sunt mapate la unele ver § ] NUMĂR ALGEBRIC DE PUNCTE FIXE anvelopele simplex SrT^ și simplex SrT' £ [Ok rTG]; astfel, toate vârfurile simplexului T sunt mapate la vârfurile simplexului \SrTr T'\£[OKSrTr]czK Cometariu Din raționamentul tocmai făcut rezultă: [ : ] Notăm prin corpul stelei Ok(r)Ty și prin corpul stelei OksrT\r Dacă simplexul se află în OIV apoi Зг | і гсзГг Să demonstrăm acum că maparea simplială Sr+ are proprietățile a) și b) menționate mai sus a) Maparea Sr + nu are simplexuri fixe de dimensiune sub r - | - Într-adevăr, fie Tr un simplex de triangulație de dimensiune mai mică sau egală cu r Dacă atunci T' nu este evident un simplex fix al mapării Sr+P, deoarece pe K(r+ )\U Ok(r)T/ maparea Sr+ coincide cu Sr, iar acesta din urmă are simplexe fixe doar de dimensiune mai mare sau egal cu r, de altfel, simplexe fixe de dimensiunea r astfel Fie T' £ Ok(r)T/ Dacă T' este un simplex fix al lui Sr+I, atunci trebuie să fie principal față de K și, prin urmare, și față de K^ Deoarece toate simplexele stelei OrfrYTf altele decât Tf au dimensiunea >r, simplexul T’ in trebuie susținut de simplexul T/, iar dimensiunea simplexului T’ trebuie să fie r, iar unul dintre vârfurile simplexului T este centrul simplexului T/ Deoarece T/ este un simplex fix al lui Sr, rezultă că Ttr cz £ K, deci ( : ) T's T?c SrTrțK, adică, suportul simplexului T' în K este simplexul SrTf\; prin urmare, dacă T ar fi un simplex fix al mapării Sr + P, atunci ar fi = GT , „excepțional”: pot fi adunate unele motive pentru o astfel de viziune asupra lucrurilor, de exemplu, din observația de la sfârșitul art : Prin urmare, cu oarecare dreptate, putem afirma: numărul de puncte fixe ale unei mapări continue, „în general vorbind”, nu este mai mic decât valoarea absolută a numărului lor algebric Cu toate acestea, trebuie remarcat faptul că numărul de puncte fixe ale unei mapări continue individuale exprimă o circumstanță de natură destul de aleatorie: la urma urmei, în teoria topologică a mapărilor continue, ne interesează în principal anumite proprietăți ale fiecărei mapări individuale, și proprietăți aparținând unei întregi clase de homotopice (sau chiar întregii clase de mapări care sunt omoloage între ele Gradul unei mapări, precum și numărul algebric al punctelor sale fixe, pot servi ca exemple de astfel de proprietăți Prin urmare, este firesc să ne întrebăm despre numărul minim de puncte fixe realizabile într-o anumită clasă de mapări homotopie (respectiv omologice) Acest număr este notat cu X# (respectiv, cu X^), unde C este o mapare a clasei date Evident, asF FF pentru orice mapare C\ § ] NUMĂR ALGEBRIC DE PUNCTE FIXE Din păcate, în afară de caracterul finit al fiecărei clase, care decurge din teorema [ : ], știm puține despre numerele Xc Adevărat, din Asph O urmează în orice caz O Pe de altă parte, Pe de altă parte, var : , am văzut că este posibilă inegalitatea X^>AC== Când un cerc este mapat în sine, care are gradul c, exact "relațiile Ac= -c, Xc = [ -c|; când mapam un simplex închis în sine, avem Xe==A( = După ce am completat planul cu un punct la infinit, astfel încât să se obțină sfera S , considerăm o translație paralelă a acestui plan (punctul la infinit rămâne nemișcat în acest caz); obţinem o mapare pentru care lc= , Ac= şi, în consecinţă, Xc B § Informaţii generale : Omomorfism Nucleul unei mapări homomorfe C a unui grup A într-un grup B este un subgrup al lui A, constând din toate elementele care se mapează prin C la elementul zero al lui B În primul rând, reamintim: Pentru ca o hartă homomorfă C a unui grup A la un grup B să fie izomorfă, este necesar și suficient ca nucleul homomorfismului C să fie un grup nul, adică să fie format dintr-un element zero Fie C o mapare homomorfă a unui grup A într-un grup B și fie C sau B subgrupuri ale grupurilor A și, respectiv, B C, în elemente aparținând aceleiași clase ale grupului B în raport cu subgrupul Bo Cu alte cuvinte, fiecare grupă a lui A în raport cu Do mapează, în virtutea lui C, într-o serie a grupului B în raport cu Bo Punând în corespondență cu fiecare setă a C D/Do setul b € B/B care conține imaginea a sub maparea C, obținem o mapare omomorfă prin maparea grupului D/Do în grupul B/B generat de dat homomorfismul C al grupului D în grupul B Teorema generală de homomorfism [ : ] Fie C o mapare homomorfă a unui grup A pe un grup B; este gol sub această mapare, subgrupul Do al grupului A este imaginea inversă a subgrupului Bo al grupului B Atunci omomorfismul generat de homomorfismul C al grupului de coeficient A/An în grupul de coeficient B[B$ este o mapare izomorfă a lui A/A pe B/Bo, INFORMATII GENERALE Cometariu Într-un caz anume, când Bo este un grup nul, această teoremă devine: [ : ] Dacă Lo este nucleul unei mapări homomorfe C a unui grup A pe un grup B, atunci C generează o mapare izomorfă a grupului A/Aq pe B Demonstrarea teoremei [ : ] Deoarece C este o mapare pe B, atunci © este o mapare pe B/B A pentru fiecare dintre care există cel puțin un număr natural m astfel încât ma e A Mulțimea Lo este un subgrup al grupului A, numit închiderea divizională a subgrupului Lo din grupul A Un subgrup Ho este, prin definiție, închis în mod divizionar în A dacă coincide cu închiderea sa divizională în A Mulțimea tuturor elementelor de ordin finit ale unui grup dat A este, după cum este ușor de observat, un subgrup închis divizional al grupului A Teorema [ : ] Un subgrup Ho al unui grup A este închis divizional în A dacă și numai dacă grupul de coeficient A/AQ nu conține elemente nenule de ordin finit Dovada este lăsată în seama cititorului : Descompunerea unui grup A într-o sumă directă a subgrupurilor sale [ ] Un grup A se numește suma subgrupurilor sale Ap , An dacă fiecare element a al grupului A poate fi reprezentat cel puțin într-un mod sub forma a = ar -(- + an, unde a^ Ait i = , , n Dacă o astfel de reprezentare a fiecărui element a > A este unică, atunci suma se numește directă Subgrupurile Li, , An se numesc apoi sume directe ale sumei directe date grupuri abeliene [ : ] Fie A suma subgrupurilor sale A} și A Această sumă este directă dacă și numai dacă intersecția lui At și A constă dintr-un singur element zero Dovada Să presupunem apoi două reprezentări ale formei a ~ a± -{" a , a^Ay a e A , nm enno: аѵ = a, а = și ax ~ , a — a, Fie Ai P A un grup nul şi a \u d a ± -j- a \u d la i \u e și a^Ait a^Ai, z = , Atunci este conținut elementul ax - a\ ~ - a atât în Ah cât și în A , și deci dispare, de unde obținem ax - a[, a = a^, ceea ce demonstrează teorema : Suma directă a acestor grupuri Să fie date unele grupuri Alt , An (finis) Luăm în considerare toate combinațiile finite posibile de forma (аъ , an) unde parcurge întregul grup Aț (/ == n) În setul tuturor acestor combinații, definim adunarea (" an) + (a'i a'n) = ("! + a' an + a'n) Această definiție transformă mulțimea A într-un grup numit suma directă a grupurilor date Ab, ,An Deși această definiție diferă de definiția descompunerii unui grup dat într-o sumă directă a subgrupurilor sale (art : ), ea este foarte strâns legată de aceasta din urmă Într-adevăr, notăm cu A® subgrupul grupului A tocmai construit, care constă din toate combinațiile de forma ( , , ), unde a > A{ Este ușor de observat că grupul A se descompune într-o sumă directă a subgrupurilor sale A® În multe cazuri, fiecare dintre grupele A poate fi identificată; cu grupul A® corespunzător acestuia, presupunând că elementele yy și ( , , ait , ) ale ambelor grupuri sunt identice între ele Acest lucru ne permite să identificăm ambele concepte ale unei sume directe unul cu celălalt Dacă grupul A este o sumă directă (a subgrupurilor A , An), atunci scriem L \u d Li + • • • "Au, : Sume directe și grupuri de factori [ : ] Dacă A = Li + A , atunci grupul de coeficient A/A± este izomorf cu A Dovada Fie a C/Ai și a - a ± - n (E a, a a EA ; atunci a = a - a^ A Deoarece diferența dintre două elemente ale lui A aparține lui A și, în consecință, poate aparține lui Ab numai dacă este zero, atunci n este singurul element al grupului A conținut în clasa a clasei Prin urmare, stabilind C(a) = a , obținem o mapare unu-la-unu a grupului A/A] pe subgrupul A Deoarece această mapare unu-la-unu este și omomorfă, este un izomorfism, care demonstrează teorema [ : ] Lăsa L \u d Li + • • + bp; fie A\ un subgrup al grupului Ar- (/ ~ n)\ elemente ale formei n/ = a' ~ " a^(a^ Eap formează un subgrup A' al grupului A (care este § ] Grupuri abeliene libere suma directă a grupelor A{) În aceste condiții, grupul de factori A/A' este izomorf la suma directă a grupurilor de factori A^A\ AIA' АіІАѵ D- + ^nMn» unde suma directă este luată în sensul definiției art paisprezece Dovada Elementele grupului SJ - A^A[ D- D-AnIA'n au forma b = Unde? a^A^ asociem elementul b^C(n) = (ab ,an)€ B, unde elementele ay sunt definite de conditia a^sc Harta rezultată C a grupului A pe este un homomorfism Pentru a demonstra că homomorfismul C generează o mapare izomorfă (£ a grupului A/A' pe , este suficient să arătăm*) că nucleul homomorfismului C este grupul A' Ultima afirmație se demonstrează astfel: elementele zero ale grupelor A^/Aj sunt A^; prin urmare, elementul i \u d D- D- an ^ A elementul zero al grupului este pus în corespondență numai când ai > Ai pentru toate /, adică când a ⊂ A' § Grupuri abeliene libere : Definiție Un grup X se numește grup liber (abelian) „de rang a” dacă conține și elemente xx ,xn astfel încât fiecare element x e X poate fi reprezentat în mod unic sub forma ( : ) x \u d s ^ Xi D- D- sxp, unde Su sunt numere întregi Orice set de elemente xx ,xn dintr-un grup X care satisface condiția tocmai enunțată se numește baza unui grup liber X Un grup liber X cu o bază formată din elementele xt, ,xn se notează cu X = [xx, , xn] sau pur și simplu prin Xn; este evident suma directă a infinitelor grupe ciclice X^ generate respectiv de elementele x'y Grupul liber = = \/c= ) n+ adică aik^k == pentru orice Z = , , n\ deci numerele ^ sunt i « soluții de sistem ( : ) Deoarece numerele pot fi reduse printr-un factor comun, dacă există unul, putem întări afirmația teoremei adăugând cerința ca numerele n+ să fie coprime : Bazele grupului liber Elementele xlt , xn nu formează singura bază a grupului [xx, , xn] Din definiția unei baze rezultă că un sistem de elemente yx , yn al grupului [xlt " xn] este o bază a grupului [xx, , xn] dacă și numai dacă aceasta sistemul îndeplinește următoarele condiții: ) Fiecare element x £ [xx, xn] poate fi reprezentat ca n x= aiUi- i— ) Coeficienții aț sunt determinați în mod unic de elementul x Din prima rezultă a doua condiție, și anume, următoarele sunt valabile: Teorema [ : ] Dacă elementele ylt , yn ale grupului X = [хі, , xw] au proprietatea că fiecare element al acestui grup este Alexandrov P S GRUPURI AEELEV combinație liniară de elemente , yn, atunci aceste elemente formează baza grupului X, Dovada Se consideră, împreună cu grupul X, grupul liber n Z = [zx, zj și atribuiți fiecărui element z = aizi € Z i— P elementul f(z) = f este un homomorfism al grupului Z pe grupul X și f(z, ț) = yi(i - , /r) Deoarece elementele z^ formează o bază a grupului Z, teorema va fi demonstrată dacă arătăm că maparea f este un izomorfism; pentru acesta din urmă, este suficient să demonstrăm că nucleul homomorfismului f este grupul nul, cu alte cuvinte, că f(') = implică r = Astfel, fie z ⊂ Z și /(z) = Alegem elementele z'n din grupul Z astfel încât /(zz) = x^; elementele z, zv , zn conform teoremei [ : ] sunt dependente liniar, adică există numere b, blt bh, nu toate egale cu zero, astfel încât bz - bYx + + bpgp \u d Deoarece f este un homomorfism și f(z) = , /(zz) == xț, atunci Мі + + bpxn = , Unde bn = • • • « bn = și, prin urmare bz = ; b Dar singurul element de ordin finit al grupului liber Z este elementul zero, deci z = , care trebuia demonstrat Din teorema demonstrată rezultă: [ : ] Pentru ca elementele ylt , yn să formeze baza grupului X = [xlf , xy] este necesar și suficient ca elementele x$ să poată fi reprezentate sub forma ( : ) Xi \u d a " -Uk, i \u d p Într-adevăr, din ( : ) rezultă că fiecare element al grupului X, care este prin definiție o combinație liniară de elemente x^, poate fi reprezentat și ca o combinație liniară de elemente vz; pe baza [ : ], rezultă că Marea Britanie formează baza grupului X Exemplu Lăsa Ui \u d vt -j- c x -] "••• + sxP' unde ci sunt orice numere întregi Apoi elementele J'i" -ѵ > •••, xp formează o bază a grupului X Într-adevăr, Lu - vt - s x - - SpXp : Subgrupuri de grupuri libere Nu numai toate aplicațiile teoriei grupurilor din această carte, ci și întreaga teorie a grupurilor abeliene cu un număr finit de generatoare se bazează în esență pe următoarea teoremă: Teorema} [ : ] Fie Xn un grup abelian liber de rang n Fiecare subgrup U al lui Xn, altul decât , este el însuși un grup abelian liber GRUPURI ABELIENE GRATUITE § ] este un grup și rangul său k nu depășește n Mai mult, se poate alege o bază Vb •••» Yn a grupului Xn și o bază uk, k > n, a grupului U în așa fel încât Щ = ®іУі> î = b • • •> kt unde Ѳ , Ѳl sunt numere naturale și este divizibil cu i ~ , » k - Dovada *) Valabilitatea teoremei pentru n = rezultă direct din faptul că orice subgrup al unui grup ciclic infinit cu generator x este un grup i ciclic cu generator Ѳx, unde este un număr natural Fie teorema [ : ] a fost deja demonstrată pentru grupul X ~Y Dacă în grupul X* este dat un subgrup ( ) distinct de , atunci oricărei alegeri a unei baze pentru grupul Xn îi corespunde în mod unic un număr întreg pozitiv, cel mai mic dintre numerele pozitive care apar ca coeficienți în acele forme liniare față de această bază care sunt elemente ale subgrupului IJ Acest coeficient minim pozitiv se modifică, în general, când se modifică baza grupului Xj Acum căutăm o astfel de bază a grupului Xn pentru care acest coeficient să atingă cea mai mică valoare posibilă pentru el Să fie aceasta bază ( : ) {x (xn,} Fie ,, Ѳi> , cel mai mic coeficient pozitiv corespunzător acestei baze și fie « = + ^ * + • • • + Vp este unul dintre acele elemente ale subgrupei U a căror înregistrare în bază ( : ) conţine ca unul dintre coeficienţi **) Să demonstrăm, în primul rând, că fiecare dintre coeficienții a , , an este divizibil fără rest cu Ѳx Fie, de fapt, a =\q-[-r, unde Xn grupuri și ( : ) {iii >hic} subgrupele U^Xn îndeplinesc toate cerințele teoremei care se dovedește, ne rămâne doar să arătăm că numărul Ѳ este divizibil fără rest cu numărul X Ist Ѳ = Ѳ^о + r , csk+ = = csp = prin urmare, = cn = și x = + plictiseala- § ] GRUPURI ABELIENE GRATUITE ® Asa de: [ : ] Elementele yi uk ale bazei formează baza grupului U Să stabilim acum o nouă notație care va fi convenabilă în aplicațiile teoremelor [ : ] și [ : ] Elementele y ale bazei yj pentru care notăm cu zf, ,zTC; renumerăm elementele yj z' pentru care Ѳr-> , precum și pe cele corespunzătoare în ordine inversă (astfel încât să obținem ^= (mod Ѳr-+ ) și le notăm cu Ѳr- va fi Ѳ Ѳ , (mod Ѳ^) care Ѳ , iar O ~ (mod Ѳ g q de unde datorită independenţei de ( : ) j UpqVqr irr (I grupuri abeliene Unde : j , dacă р f г, ( dacă p = r În mod similar, înlocuind expresiile ( : ) pentru ur cu indicele p, q înlocuiți cu indicii r, y în egalitate ( : ), obținem, datorită independenței ( ) VqrUrb == qS , G Mai departe de la ( : ), ( : ) și de la ( : ), ( : ) obținem hhhq Și f (Ud) \u d bjkUk bjkUkqXq " la q q Prin urmare, ^jhahqxq - bjkUkqXq" hq la q de unde, datorită independenței lui xq Ujhahq bjk lkq*hh Înmulțim această egalitate cu vqr și însumăm q Luând în considerare ( : ), obținem UjhalbqUq)- ** j ^jk^kr &jr , hq to de unde, având în vedere ( : ), ^ Vq$ufhahq ~ bqiflhq akh » / jhqqhh ceea ce trebuia dovedit Pe baza teoremei demonstrate, putem vorbi pur și simplu despre urma unui endomorfism dat fără a specifica baza peste care este luată această urmă : Teorema adunării urmelor Fie Y un subgrup al unui grup liber X care se mapează sub un endomorfism f al unui grup X în sine Deoarece Y este o grupare liberă (vezi Art : ), este definită urma SpY a endomorfismului f al grupului Y Urma endomorfismului f al grupului X se notează cu SpX Din f(Y)^Y rezultă că închiderea divizională Y a grupului Y în X sub maparea f se mapează de asemenea în sine Într-adevăr, dacă x £ Y, atunci există un număr mfb astfel încât mxț Y; atunci mf(x) = f(mx) ⊂ K, și deci f(x) ⊂ Y Deoarece Y intră în sine sub maparea f, endomorfismul f generează (vezi Art : ) un endomorfism f al coeficientului grupa X/Y Dacă X/Y, > , atunci XjY este un grup liber (prin teorema [ : ]) și, în consecință, se definește urma Sp(X/Y) a endomorfismului f al acestui grup Dacă A/Y=" , setăm Sp(X)Y) = prin definiție Teorema [ : ] Dacă, sub un endomorfism f al unui grup liber X, un subgrup Y al acestui grup se mapează în sine, atunci SpX=SpY+Sp(XlY), § ] CATEVA TEOREME ASUPRA RANGULUI DE GRUP Dovada Dacă Y = , teorema este evidentă Lasă OZN Să alegem o bază canonică xv xn a grupului X față de Y Atunci pentru unii avem Y = [xx ,xr], Y == Ѳ^], în plus, unele Ѳr-, și anume, toate Ѳr-, începând de la niște i ==& <>, pot fi egale cu Dacă r+ , , rr sunt clasele grupului X față de subgrupul Y, care conține, respectiv, elementele , hya, apoi dar formula ( : ) XfY " • • • > ^i] Lăsa ( : ) /(Chl) = dMx pLo + p(L/Lo) Pentru a face acest lucru, este suficient să demonstrați următoarea propoziție [ : ] Fie elementele xx ,xp ale grupului Ho să fie liniar independente} fie și elementele ty , ,i^ ale grupului A/Aq să fie liniar independente} хі хр> Уъ -,Уц grupele A sunt liniar independente unele de altele Pentru a demonstra această ultimă afirmație, să presupunem că pentru unele numere întregi și bj avem p Q ( : ) aixg cumpara j = r= J= ' R Trecerea la seturi în raport cu X și amintindu-ne că aixi prin urmare, având în vedere independența liniară a lui xt, obținem a^ = (/ = ,/ ,p) Astfel, independența liniară a lui X{, yj și, în consecință, inegalitatea ( : ) sunt dovedite Înainte de a trece la demonstrarea inegalităţii ( : ) pD • • •> (P T I O- i = Pe de altă parte, teorema ecuațiilor liniare omogene (art : ) implică existența unor astfel de numere întregi q, care nu sunt grupuri abeliene sunt toate egale cu zero și satisfac egalitățile p+qM ( : ) = i= + £= Din ( : ) și ( : ) urmează p-H+ p+q p-H-H ^k^k^k = ~ , r = В= deoarece nu toate sunt egale cu zero și toate sk sunt diferite de zero, atunci liniarul com-p+q+i binarea %kckzk nu este banală și, prin urmare, ^, , depinde liniar i=i Sims între ei, ceea ce trebuia să demonstreze : Rangul grupurilor modulo m O combinație liniară întreagă ^A* de elemente x^ dintr-un grup A se spune a fi netrivială modulo m dacă nu toate sunt divizibile cu m Elementele x$ se spune că sunt dependente liniar modulo m dacă o combinație liniară a acestor elemente este zero Cel mai mare dintre astfel de numere întregi r astfel încât grupul A conține r elemente modulo m independente liniar se numește rangul grupului A modulo pi notat cu pA Repetând aproape textual raționamentul articolului anterior (dar înlocuind egalitățile cu congruențe în cazurile adecvate), cititorul va demonstra cu ușurință teorema: [ : ] Fie m un număr prim și grupul A este astfel încât mA este un grup nul (ceea ce, dacă m este prim, înseamnă că toate elementele lui A au ordinul m) Atunci pentru orice subgrup Lo din grupul A avem pA = pAo-} - pt (L / Lo) Observație Inegalitate ( : ) Pm^^PmAo " PshS^Mo) se dovedeşte chiar şi fără presupunerea că numărul m este prim Condiţia mA = intră în argument după cum urmează Când se demonstrează inegalitatea ( : ), similar cu demonstrarea inegalității ( : ), derivăm din egalitatea ( : ) = (mod/n), de unde rezultă, în virtutea lui ( : ) , p q LіHі - - ytijyj e ta, z = l = iar aceasta, în virtutea lui mA = , dă R (CHi = O, i=i adică a~& (modtn) La demonstrarea inegalităţii pL Yn\ pe GRUPUL X, atunci elementele /(jVi), >f(yn) sunt generatoarele sale Din teorema demonstrată și din [ : ] rezultă рХ X, unde x trece prin grupul X În plus, WX denotă subgrupul tuturor elementelor x e X> pentru care mx = Prin coeficient grupul X[mX se notează Este ușor de văzut dacă apoi ( : ) mX = mX' + mX "+ - + mX , ( : ) mX - mX'mXg, -mX(n>, și de asemenea (pe baza teoremei [ c ]) w d) unde, ca întotdeauna, înseamnă cel mai mare divizor comun al numerelor mA " /p Deoarece w, desigur, același lucru este valabil pentru orice grup izomorf la , adică pentru orice grup ciclic finit &^Jn, atunci ~ J(n,w)~(/n)w~ w și fiecare grup finit se descompune în o sumă directă]' a celor ciclice finite, deci pe baza lui ( : ) și ( : ) obținem următoarea teoremă: Teorema [ : ] Pentru fiecare grup finit Ѳ și fiecare m > § Grile : Produs scalar în grupuri cu o bază dată Fie un grup abelian liber de rang n, notat cu Xn, să aibă o bază {h tn}- Fiecare element x al grupului X' este reprezentat în mod unic ca # Definiție [ : ] Lăsa x=y = b^i sunt două elemente ale grupului Xn Întreg se numește produsul scalar al elementelor x și y ale grupului Xn față de bază Evident, (x • J') = (y • X), (( HPU - orice bază a rețelei [/i /i], apoi fiecare element x al acestei rețele •este reprezentat unic în formă X și este firesc să numim coeficienții a* componentele contravariante ale elementului x din baza {xt xx} Evident, fiecare element zăbrele este complet determinată de componentele sale contravariante cu privire la o bază a acestei rețele Numerele «i = (*-*i) a„ = (x-xp) se numesc componente covariante ale elementului x din baza Evident, in baza initiala {*i, ,/i} componentele covariante ale fiecarui element al retelei [/i, ,/i] coincid cu cele contravariante [ : ] Fiecare element al unei rețele este bine definit de componentele sale covariante în raport cu o bază a acestei rețele Dovada Fie X; = , / = , , n este baza dată și dat (x*x • , n sunt elementele bazei date X și * b = + • • • + bbxn, h = , nt atunci elementele xx ,xn sunt date direct de condiții (хі * і) == (хі * bhejiXi * xj) =» ^hi • eu eu Deoarece matricea coeficienților || bn\\\ este unimodular (ca inversul matricei || a^^), atunci Th , Tn formează o bază a grupului [/b , care urma să fie demonstrat : Homomorfisme conjugate Să fie date zăbrele A~\CX $ uB=[/| Un homomorfism f al unei rețele A într-o rețea B și un homomorfism g al unei rețele B într-o rețea A se spune că sunt conjugați unul cu celălalt dacă pentru oricare două elemente xțA n£B avem În ceea ce privește homomorfismele conjugate, demonstrăm următoarea teoremă: [ : ] Lăsa sunt bazele filate ale rețelei A și fie baze conjugate ale rețelei B\, fie f și g homomorfisme conjugate (respectiv, A în B și B în A); lasati in sfarsit L*i) = j, J'=l Apoi P g(yj) = ^ijXi, J= q- fc=l Pentru a dovedi, este suficient, pe baza [ : J, să verificăm că R pentru orice / = q elementele g(yj)$ A și ''£ісіехіЕА au același r= componente covariante în baza X Calculați aceste componente: U Oj) • xh) = (A-g (yj)) = (/ (xh) -~Yi) = = ( cmYy - Y]) = &l r + s - n [ : ] Dimensiunea h a inchiderii liniare a planurilor Br si Bs satisface inegalitatea: h n, atunci închiderea liniară are dimensiunea n (deci coincide cu spațiul Rn), iar intersecția este fie goală, fie are dimensiunea r -s - n Orice set finit de puncte poate fi adus în poziție generală cu ajutorul unei deplasări arbitrar mici, cu alte cuvinte, următoarea propoziție este valabilă: [ : ] Fie {a^ ,as} o mulțime finită arbitrară de puncte în Bn și fie e un număr pozitiv Apoi există un set de puncte {a^, în poziție generală și p(a^, unde ' = , , Dovada Fie a = a$ Fie pentru i m $ - punctul a\^O(a^e) a fost deja construit în așa fel încât # să fie în poziție generală Apoi alegem un punct a^i ⊂ O(am+b e) care nu se află în niciunul dintre planurile B'(aiQ, ,a^), unde m nu depășește și m==s - ] scopul nostru este atins Dacă punctele date aQt , ar sunt liniar independente, adică nu se află în niciun plan de dimensiune astfel încât orice puncte a^, ,ak îndeplinesc condițiile p(a/, a{Xx, i = , sunt în poziție generală : Mapări afine Pentru definirea mapărilor afine ale spațiului Rn în sine, vezi, de exemplu, Schreier-Sperner, § Dintre proprietățile mapărilor afine, amintim aici în primul rând invarianța centrului de greutate, care se stabilește ușor prin calcule simple și: dacă se dă o mapare afină C a spațiului B, în sine și dacă a este centrul de greutate al punctelor materiale a!t, k = , , ,r, cu mase mkl, atunci C(a) va fi centrul de greutate al punctelor materiale ^k C(a cu aceleași mase ^ CATEVA INFORMATII DIN GEOMETRIA ANALITICA Cometariu Aici se presupune că dacă C(a^) = b, atunci masa este plasată în punctul b + Din invarianța centrului de greutate rezultă: [ : ] Dacă în Rn sunt date două mulţimi finite de puncte, mulţimea a$ an, constând din n + puncte liniar independente, şi mulţimea b$, atunci există o hartă unică afină C a lui Rn pe un subspațiu liniar propriu sau impropriu al spațiului Rn, luând, respectiv, punctele a^- - a^ Obținem această hartă C punând un punct arbitrar a în corespondență cu baricentricul în raport cu coordonata " miezul" (ao, , an)) centrul de greutate al maselor la punctele bb ,bn O mapare afină se numește corectă sau improprie, în funcție de faptul că este una-la-unu sau nu Mapări corecte și numai ele sunt mapări pe Rn Ele pot fi caracterizate prin faptul că mapează orice sistem liniar independent de n - puncte din spațiul Rn pe un sistem liniar independent format și din „ - puncte Analitic, această condiție este exprimată după cum urmează: Maparea afină C dată de relații ( ; ) x\ = u(')xt - •+ u\n)xn - u i = p (mai mult, Xi și x/ sunt coordonatele punctelor preimaginilor și ale imaginilor corespunzătoare) dacă și numai dacă determinantul mapării este diferit de zero: „f det C = "("P) p p O mapare afină se numește pozitivă dacă determinantul său este pozitiv, negativ dacă determinantul său este negativ Această definiție este legitimă, deoarece semnul determinantului unei mapări afine nu depinde de alegerea unuia sau altui sistem de coordonate Fie de unde este imediat clar că determinantul mapării noastre în sistemul de coordonate ales este egal cu - și, prin urmare, orice mapare afină care *) Capitolul , art : , § ] SPAȚIUL Rn ȘI planurile SĂU care poate fi tradus în simetrie în raport cu planul (n - )-dimensional printr-o deformare continuă a lui Ce, sub care toate Ce sunt mapări afine proprii ale spațiului pe sine, este negativă Să aplicăm exemplele luate în considerare la demonstrarea următoarei teoreme, care este aplicată în esență în capitolul : [ : ] Fie dat un sistem de η puncte liniar independente e , , en în planul (іr—\)-dimensional Rn~lc:Rn Fie, de altfel, în Rn date două puncte e/ și eg" care nu se află în planul Rn- Apoi harta afină Co, luând punctele liniar independente e^', ei , respectiv en, în erf',elt , ro, pozitiv dacă punctele erf și e^" se află pe aceeași parte a planului R* - , iar negativ în caz contrar Teorema [ : ] este un caz special al următoarei propoziții (folosită în capitolul ): [ : ] Fie C o mapare afină a spațiului Rn asupra lui însuși, sub care unele (planul n-\dimensional Rn~x este mapată pe sine Maparea afină a planului generată de maparea C se notează cu C' Notăm cu e un număr egal cu -[■ L dacă, sub maparea C, fiecare dintre cele două semi-spații în care Rn este împărțit de planul Rn- este mapat pe el însuși și egal cu - dacă, sub mapând C, fiecare dintre aceste semi-spații este mapat pe un alt semi-spațiu Atunci pentru semnele mapărilor C și C' avem relația sgn C - sgn C' = £ (în special, pentru sgn C' = + avem sgnC=e, de unde urmează Teorema : ]) Demonstrarea teoremei [ : ] Pentru n = teorema este evidentă; fie r ^ Să luăm un sistem de coordonate xx xn în Rn astfel încât planul Rn~i să fie planul de coordonate jq = Să se scrie harta C în coordonatele alese ca P xi \u d a "A" , , n- î= Deoarece planul Rn~r trece în sine, atunci pentru xț = și orice • • •» xn avem Xi = , adică q x == pentru orice x , xr prin urmare, Li = • • = aip = Cu alte cuvinte, maparea C are forma ' G x = a^nxn, xn - anixi "h • • • -anxn^ de unde rezultă că detC=andet C Dar semnul coeficientului ac coincide cu semnul lui e, astfel încât sgn C == £ sgn C, ceea ce trebuia demonstrat O mapare afină care realizează transpunerea oricăror două dintre n + puncte liniar independente date e$, ,en, adică translatarea punctelor e^ , eq-, , sk, ,en respectiv în eit ,en, este negativ Pentru a vedea acest lucru, este suficient să luăm un sistem de coordonate afin în spațiul Rn, F — ai căror vectori de coordonate ar fi vectorii e$ei, , e$e, la începutul e : determinantul mapării noastre în acest sistem de coordonate este evident - ? CATEVA INFORMATII DIN GEOMETRIA ANALITICA Din această remarcă rezultă: [ : ] Fie punctul de exemplu, ,en să fie liniar independent în Rn Semnul mapării afine care implementează permutarea dată (eh epu \ [eіl • • • ei /' r rp' aceste puncte, coincide cu semnul acestei permutări : Definirea unei mapări afine a spațiului Rn prin mapări afine a două plane Xp și Vi, p + q = n Fie p + q = n și două plane în /?n care se intersectează într-un singur punct o, astfel încât închiderea liniară a acestor plane să coincidă cu întregul Rn Să fie date mapările afine și C , respectiv X? și pe sine satisfacând condiția Q(o) = C (o) = o În aceste condiții, există o mapare unică afină C a spațiului R* pe sine, care coincide pe Xp și, respectiv, cu C± și C* Mapping-ul C se numește mapare generată de mapări și C sau pur și simplu o extensie a acestor mapări la Rn Dovada Dacă în Rn alegem un sistem de coordonate cu originea o astfel încât primul p dintre vectorii săi unitar să se afle în XP, iar restul să fie în Y , și specificăm mapările Cj, C? în coordonate (xx , respectiv xp) ,xn) egalități X = ^ * +•••-]- xp - = + + • * + ^/> + , A •Vp ~\~appXp Lp - aP^p-V\Xp-¥ ~\~* * *A'aP'PKhP atunci maparea necesară С va fi scrisă în coordonate (xt, , xn, xw) după cum urmează: xp - ^pixi~i~ • • • a ppXp* ap±b p - L'p+ +* • • + ap+b nxP> aP,p+ Xp+ ~ -'* • • + RpzXp* Consecinţă ( : ) det C = det CrdetC § Mulțimi convexe : Definiţia convex sets Linia definită de două puncte a, b este mulțimea tuturor punctelor de forma Xa+pD unde X-|-p,= (vezi art : ) O submulţime a acestei linii, definită de condiţiile X , respectiv X> , p > , se numeşte segment închis ^, respectiv segment deschis (ab) Definiție [ : ] O mulțime M de puncte din spațiu se numește convexă dacă, împreună cu oricare dintre cele două puncte ale sale a și b, conține și întregul segment ab Cele mai simple exemple de mulțimi convexe sunt: întregul spațiu Rn și planurile acestuia (de orice număr de dimensiuni), semi-spații, segmente, mulțimi de un punct, mulțimea goală Definiție [ : ] O mulțime convexă mărginită închisă situată în Rn și care conține puncte interioare (față de Rn) se numește corp convex n-dimensional § ] SETURI CONVEXE : Cele mai simple proprietăți ale mulțimilor convexe : Fiecare mulțime convexă este conectată Într-adevăr, oricare două puncte p și q ale unei mulțimi convexe M aparțin unei submulțimi conexe a mulțimii M (și anume, segmentului pqj Prin urmare, M este conexat Rezultă direct din definiția [ : ]): [ : ] Intersecția unei mulțimi arbitrare (finite sau infinite) de mulțimi convexe este convexă Mai departe: [ : ] Dacă M este convex și > O, atunci O(M, o) este convex Dovada Fie bb b puncte ale vecinătăţii (Mt ) şi b un punct al segmentului Trebuie arătat că b aparţine lui (M, o) În M există puncte ab ab astfel încât | br - ar | este închiderea mulțimii M Prin urmare, din teoremele [ : ] și [ : ] rezultă că: [ : ] Închiderea unei mulțimi convexe este convexă Consecinţă O sferă închisă este un corp convex : Punctele interioare și de limită ale unei mulțimi convexe [ : ] Fie M o mulțime convexă, a un punct arbitrar al mulțimii M, b un punct interior al mulțimii M (față de c, un punct al segmentului ab altul decât a Atunci c este un punct interior al mulțimii M Dovada Există > astfel încât O(b, ) cAf; mai departe avem: c = X a + p - b, unde X p - = , , iar din moment ce c = £ a, atunci p > Să demonstrăm că O (c, p ) cz M Dacă d CO (c, p ), adică dacă | d - cu | = | d - \a - p | ,ar n notat cu | ♦) Dovada (detaliată în Alexandrov-Hopf, p - ) se reduce la următoarele Se notează mulțimea tuturor punctelor ( : ) cu [a , » ca] și închiderea convexă a mulțimii {a , as} cu {a , , tfj* Este necesar să se demonstreze că {а , , = [а , as] Pentru aceasta, formă enunţăm următoarele trei leme: [ : ] Mulțimea [n , , as] este convexă; [ : ] Fie Q E D Corolar [ : ] Fie Tn un simplex n-dimensional de diametru < d, fie T o față de dimensiune arbitrară (proprie sau improprie) *) Vezi Alexandrov-Hopf, p - CEVA INTRODUCERE DIN GEOMETRIA ANALITICA GP simplex; fie T" o față a simplexului Γ Notând centrele de greutate ale simplexelor Γ și T" cu b' și, respectiv, b"t, avem Într-adevăr, dacă dimensiunea simplexului Tf este r, atunci, prin ceea ce tocmai s-a demonstrat, avem afirmatia noastra § Proiecție centrală Fie dat un punct o în Rn, pe care îl vom numi centrul proiecției Fie M^Rn\o O proiecție deschisă (respectiv, închisă) a unei mulțimi M dintr-un punct o este înțeleasă ca o mulțime de puncte oM (respectiv, [oM]) a spațiului Rn, care este uniunea tuturor segmentelor deschise (ox) (respectiv, închisă) ox), unde x străbate întregul set M Fie N C Rn\o orice mulțime care intersectează orice jumătate de dreaptă care unește punctul o cu un punct x e M într-un singur punct mc(x) Punând în corespondență cu fiecare punct χ e M punctul mc(x) e M, obținem o mapare τi a mulțimii M în mulțimea N Maparea mc, precum și imaginea mc(M) a mulțimii M sub această mapare, se numește proiecția mulțimii / și a mulțimii N din punctul o În cazurile în care sunt posibile neînțelegeri, vom folosi termenul proiecție pentru a desemna o proiecție ca o mapare Următoarea propoziție este valabilă, a cărei dovadă poate fi lăsată la latitudinea cititorului: [ : ] Fie intersecția mulțimii M cu fiecare semi-dreptă care iese din o să constă dintr-un singur punct Fie u și u două submulțimi ale mulțimii M Atunci proiecția intersecției mulțimilor u coincide cu intersecția proiecțiilor lor În acest caz, proiecția poate fi înțeleasă ca proiecție atât deschisă, cât și închisă Kazan, decembrie INDICATUL Axiome spațiale topologice Număr algebric de puncte fixe , Alexandru Aleksandrov , , , Colon — conectat Dualități Legea lui Alexandru , mic — — — Pontryagin — Pontryagin , Pontryagin , Pontryagin mic Baza omologa , — grupuri canonic , , liber — spații Bazele rețelelor conjugat Bicompact, bicompactate Brouwer , , , Bottle , , , Brukainsky , , Deformare — Ciclu T — admisibil , — ciclu adevărat Diametru set — spațiu Arc Iordanov J — orientat — deschis — simplu Vector de forfecare Vârfurile simplex — lanțuri Greutate spațială Incizie Ø Lipire , Închidere convexă — comoinatorică steaua baricentrică a complexului a subcomplexului Hilbert Caramida Hilbert ipoteză de bază a topologiei combinatorii Homeomorfism Omomorfism Ф - Сф/ - - normal Omomorfisme &о și Ejț Limită absolută - celule x - set - simplex orientat - domeniu orientat - regulat - simplex - lanțuri Limită V Fețe opuse (simplex) Față simplex o Abelian grup -superior — — local , — — inferior — torsiune — liber (abelian) — poliedru , D grup de compactum v-grup Gurevich simplex l — liniar — seturi baricentric , închis - principal - deschis - subcomplex - semiciclic - ciclic Pitch Hilbert Clasele de cartografiere homotopie Knaster Kolmogorov Compact — puternic conectat — puternic conectat curba nuclee , complet complex simplist complet INDICATUL Complex poliedric —- uniformă dimensional , — mesager , — puternic conectat , — simplicial , - infinit - complet , a- complex , Punct component sunt regularitățile punctului - element din complex Componente covariantă, contravariantă ^ Contururile suprafeței Partea finală (mult, spectru) Coordonate — oarizengric Raport de transmisie , , , , - incidenta — torsiune , Star Edge , -|baricentric — suprafețele - simplu <ca Rata de acoperire , , Curve Jordan - elementar Kuratovsky Bucata de lanț, ciclul , Taxa Alexandru Lema – Lebesgue — Shperner , Lefsheets , Linia închisă - secțiunea -două bănci, o bancă - închis Fâșia Möbius , Polilinia Mazurkiewicz Matricea de homomorfism Menger Valoarea spațiului Poliedru convex - închis Distribuitor închis - topologic h colector Setul convex - închis - nelimitat - punctul unic - deschis - dens - ordonat, parțial comandat ioe , Nervul , Purtător de ciclu relativ - simplex Mapare nulă Zona spațială - orientat - poliedric Model de orientare - ciclul - elementul setului Elemente generatoare^grupuri Poziția generală a punctelor - lanțuri Cartier înstelat - seturi - sferic Vecinătatea punctului E-mediu Cercul topologic Operator D — V Operațiunea de măturare - articolul Orientarea limitei simplex — coerent - scheletul – spatii — pseudovariete , , - simplex - sferele , - triunghiul Orientabilitate la suprafață - Ostov - orientat - simplex - a comandat e-scheletul Hartare afină adecvată, cartografiere necorespunzătoare , - baricentric , , - seturi continuu circuit - normal - tăietură simplă - asemănări - simplicial , - valabil — semnificativ - topologic , „•Afișaj , , Mapări omoloage - "-omologul — omolog simplist Setați intersecția - avioane Piramida , Planul de referință — nici proiectiv - g-dimensional Suprafață închisă — Klein DAR — Möbius - neorientabil, orientabil - simplu -normal - genul p - cu muchia Subgrup (propriu, nepropriu) Subcomplex închis , - celular - deschis Divizia de acoperire închisă - complexul - baricentric , - corect - central - elementar - simplex - baricentric — triangulație - goluri și subordonarea simplexelor Acoperire - închis, deschis " - capac , Acoperiri similare Câmp vectorial – destinații Poliedrul , , , Jumătate de spațiu Pontryagin , , , , , INDICATUL Secvență dezorientare , Ordin de conectare , , , - puncte relativ la un traseu închis — -orientat pe curbă - ciclul , Centura Stelară Aproximație simplă , "-aproximație Prismă " , Problema Tumarkin Continuarea circuitelor, cicluri , Proiectare Spectrul de proiecție, proiecții , Proiecție simplex orientat, lanțuri - puncte - central Produsul scalar al lanțurilor - elemente din grupa — spații topologice Derivată baricentrică Imaginea anterioară a mulţimii Spatiul este bicompac - Hilbert - discret — local-bicompact — metrizabil - metric - destul de limitat - plin -conectat la un punct, conectat local - normal — proiectiv , — Poincare - cu o bază de numărare (greutate de numărare) - topologic — Asta, Tt, T (Hausdorff) - euclidian Pseudo-varietatea , , - închis - orientabil, neorientabil , , - simplu , - cu muchia Vectorul rază Descompunerea continuă a unui compact - grupul ciclic Dimensiunea unui spațiu bicompact este - omologul — inductiv , —— în acest punct - complexul celular - simplex Diviziunea seturi Secțiunea este internă, externă "-două bănci, o singură bancă , , - închis - transversal Locul grupului , , - grile Distanța dintre punctele -punctul și setul - suprafete „Mânerul , II felul C , „Conectivitate Shift infinitezimal canonic — — în ceea ce privește acoperirea - complexul *—normal r^-shift , /•<•» CH-shift "-rețeaua Simetria spațiului – sferele Simplex , , – rezumat - închis , — degenerat - fix , - orientat e-snmplex Simplice de incidente Sistem de set conectat - simplu - formând – împrejurimi absolut - spațiu topologic — subcomplexe fundamentale - subseturile — lanțuri fundamentale – elementele Sisteme de bază canonice , - bazele y — legarea altor cicluri Lipire , , Urmă de endomorfism , Îmbinare seturi Spectrul Afișează gradul , , , , Suma directă (grupe) , — simplexe combinatorii * Sfera – destinații - zero-dimensional - orientat Convergența unei secvențe de puncte Convergența uniformă a mapărilor Corp convex - complexul , , — orientat simplex — lanțuri , Teorema lui Brouwer , , — Veblen - deformare — Jordana , , - Jordan-Brauer , – Lefschetz Hopf - despre balayage — despre arici - despre podurile , , — în continuarea lui , — despre mapările esențiale — Poincare - Poincaré-Brauer a — Rush - completări — Tihonova — existența rădăcinilor — Urysoni , — Frobenius - Hopfa — Euler Tihonov , Topologie naturală — definit de metrica Thor , Sucursala punctul - intern , , , - izolat - sfârșitul - muchia — economii - fix , , , , , , , , , - normalizat - normal fix - ordinar , - special - (omologic) INDICATUL Poliedrul special de estrus — — câmpuri de direcție - limita - atingeți Puncte liniar independente Triangulația , — simplex închis - curba , — câmpie de suprafață - poliedrul - elementar Uryson , Grup de factori* Formula Hopf — Euler-Poincaré , Freudenthal Funcția unghi - caracteristica Caracteristica câmpului vectorial Hopf , , , Centrul de proiecție - gravitație , Lanțuri omoloage , Lanț de seturi -inchis - complexul - un membru - setul deschis - diviziunile Lanț Simplex - întreg în circuit Lanț de simplexe , - triunghiuri Ciclul - la punctul —- agățat - adevărat , — — setul deschis - complexul celular - continuu ■— normală zero-dimensională $ - orientare — relativă V-ciclu , Cicluri in-omolog Număr de LG(F) — Betty , , — lebegovo Mingea Schauder Schmidt Caracteristica Euler , , element n-dimensional - desemnat — lanțuri Endomorfism Miezul homomorfismului 